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Kapitel 1

Einleitung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Diskretisierung dynamischer Systeme und hier
insbesondere mit der Frage, ob und unter welchen Voraussetzungen sich die Eigenschaf-
ten der Steuerbarkeit und der Beobachtbarkeit des Systems auf das diskretisierte System
iibertragen. Diese Frage ist von Bedeutung, stellt sie doch einen der Eckpfeiler dar, auf
denen die heute iibliche , Digitale Regelung® (genauer gesagt handelt es sich dabei um
»Abtastregelung* ) aufbaut.

Fiir lineare dynamische Systeme ist diese Frage sehr umfassend geklart und in einschlégigen
Lehrbiichern (z. B. [1](S. 177, 203), [2] ) behandelt. Fiir nichtlineare dynamische Systeme
- insbesondere wenn man sie nicht nur lokal, sondern global betrachtet - ist diese Frage
dagegen ein weitaus offeneres Feld. Aus einer Literaturrecherche in einschlagigen Fach-
zeitschriften sind ohne den Anspruch auf Vollstédndigkeit die Arbeiten [3] -[21] zu nennen.
Eine ausfiihrlichere Besprechnung der relevanten Arbeiten befindet sich in Kapitel 5. Ei-
nige Autoren kommen unter verschiedenen Voraussetzungen zu dem Ergebnis, dass sich
Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit auf das diskretisierte System iibertragen, wenn die
gewihlte Abtastzeit hinreichend klein ist. Dieses Ergebnis, das der Intuition und dem
praktischen Bedarf des Ingenieurs entspricht, benétigt aber zu seiner Herleitung meist
umfangreicher mathematischer Werkzeuge jenseits der in der Regelungstechnik {iblichen
Ingenieurmathematik.

Die vorliegende Arbeit hat es sich deshalb zur Aufgabe gemacht, mit den Mitteln der
Ingenieurmathematik - und dabei mit moglichst allgemein gehaltenen, aber doch prak-
tisch relevanten Voraussetzungen an das System - den Nachweis der Diskretisierbarkeit in
obigem Sinne zu fithren, und damit einen Beitrag zum tieferen Versténdnis der Diskreti-
sierung zu leisten.

Die Betrachtungen werden mit Bezug auf eine konkrete praktische regelungstechnische
Aufgabenstellung durchgefiihrt, anhand derer sich auch der Begriff Diskretisierung kon-
kretisiert.



a) Regelungstechnischer Hintergrund

Eine zentrale Aufgabe in der Regelungstechnik ist der Betrieb eines Systems an einem
gewiinschten (konstanten) Betriebspunkt, einer so genannten Ruhelage. Diese Aufgabe
kann man durch die Verwendung einer Struktur mit zwei Freiheitsgraden in eine reine
Steuerungsaufgabe und das Ausregeln der Differenz zwischen Soll- und Istwert aufteilen
(s. z. B. [22]). Soll beispielsweise der Ausgang ys, eines nichtlinearen Systems im Zustands-
raum

Ty = fo(zs, us) (1.1)
Ys = h2<1’2) (12)

auf einen konstanten Sollwert s, geregelt werden, kann man stets folgendermafien vorge-
hen:

1. Bestimmung der Ruhelage(n) {us, Ty, ¥s}, die dadurch gekennzeichnet sind, dass
gilt: fo(Zs,Us) =0, ¥s = hs(Ty).

2. Bestimmung der Steuerung us = S,(Js), Ts = S.(¥s), die diese Ruhelage(n) erhilt.

3. Aufstellen der Differentialgleichung fiir die Abweichung Auy = usy, — Uy, Azy, =
Ty — Ty, Ays := ys — 35, von der Ruhelage

Aiy, = by — Ty
= folws, us)
= [u(Zy 4 Azy, Uy + Auy)
= f(Azg, Auy)

Ays = he(rs) — he(Zx)
= he(ZTe + Azyg) — he(Ty)
= ho(Azxy)

VG (VS G S
© 00 ~J O Ot = W
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4. Stabile Regelung des Systems ( f, hg) an seiner Ruhelage { Ay, AZy, Ays} = {0,0,0}.

In Abbildung 1.1 ist die Struktur des Regelkreises dargestellt. Im Block Steuerung wird
die zu ¥y, passende Ruhelage us, Ty, eingestellt. Der Regler soll die Abweichungen von der
Ruhelage stabil ausregeln.

Man sieht, dass die verbleibende Aufgabe die Regelung des Systems (f, hg) an der Ruhe-
lage {Auy, AZy, Ays} = {0,0,0} ist. Da (f, ho) von g5, abhéngt, wird es im Allgemeinen
erforderlich sein, den Regler passend zur gewiinschten Ruhelage ;. (parametrisiert mit gy)
zu bestimmen. Diese Arbeit wendet sich nur Fragestellungen im Zusammenhang mit der
Regelung an der Ruhelage zu. Angesichts obiger Betrachtung und mit den Bezeichnungen

w = Auy (1.10)
x = Auxy (1.11)
y = Ays (1.12)



Steuerung System
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Abbildung 1.1: Struktur mit zwei Freiheitsgraden

kann im Weiteren ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ausschliellich das System

T = f(z,u) (1.13)

und seine Ruhelage {u, z,y} = {0,0,0} betrachtet werden.

b) Diskretisierung

Die Implementierung eines Reglers erfolgt heute meist auf einem Rechner. Diese Rech-
ner arbeiten zeitdiskret. Das bedeutet, sie generieren aus einer Folge von Eingangsdaten
eine Folge von Ausgangsdaten. Der Datenfluss ist nicht kontinuierlich in der Zeit, son-
dern zeitdiskret und unterliegt einem gewissen Zeittakt. Dementsprechend bendétigt ein so
genannter digitaler Regelkreis, wie in Abbildung 1.2 dargestellt, (zuséitzlich zur zeitkonti-
nuierlichen Strecke und dem zeitdiskreten Regler) einen Abtaster A und ein Halteglied H.
Der Abtaster erzeugt aus dem zeitkontinuierlichen Ausgangssignal y(-) des Systems eine
Ausgangsfolge y = {yr}32_o, Yr == y(to + kT), to € R, k € Z, T € R*. Der Rechner
setzt diese Ausgangsfolge in die Stellfolge u := {ug}72 ., ur = u(to + k7") um. Das Hal-
teglied generiert aus der Stellfolge wiederum das zeitkontinuierliche Eingangssignal u(-),
das auf die zeitkontinuierliche Strecke wirkt. Das Ausgangssignal wird mit dem Zeittakt
T abgetastet. T" entspricht der Zeitspanne, iiber die das Halteglied das aktuelle Element
der Stellfolge fiir die Erzeugung des kontinuierlichen Stellsignals benutzt. Diese Zeit T
heifit Abtastzeit.

Dem Rechner stehen zur Berechnung des aktuellen Wertes wy, der Stellfolge die zuriick-
liegenden Werte der Ausgangsfolge und der Stellfolge, also yx_1, yx_2, .. und ug_1, ug_o, ...
zur Verfiigung. Der in ihm realisierte Regler ist daher ein zeitdiskreter Regler, der durch



diskretisiertes System
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Abbildung 1.2: , Digitale“ Regelung eines kontinuierlichen Systems

eine Differenzengleichung der Form:

wp = R(Up—1, Uk—2, s Yk—1, Yk—2, ---) (1.15)

beschrieben wird. Es ist daher sinnvoll, einen (fiir die digitale Regelung) passenden Regler
von vornherein als (zeit-)diskreten Regler (Differenzengleichung) zu entwerfen, da dieser
dann problemlos implementiert werden kann. Fiir den Entwurf eines diskreten Reglers
und fiir die Analyse des Regelkreises ist es dementsprechend zweckméaflig, auch das Sys-
tem in einer zeitdiskreten Form darzustellen. Dies gelingt dadurch, dass man Halteglied,
System und Abtaster (in Abbildung 1.2 gestrichelt eingerahmt) zu einem Gesamtsystem
zusammenfasst.

Definition 1 Diskretisiertes System:
Als mit der Abtastzeit T diskretisiertes System wird die Reihenschaltung von Halteglied,
kontinuierlichem System und Abtaster bezeichnet. O

Eine ndhere Beschreibung des diskretisierten Systems folgt im néchsten Kapitel.

c) Struktur der Arbeit
In Kapitel 1 wurde anhand einer konkreten Regelungsaufgabe erldutert, warum eine ein-
gehende Betrachtung der Diskretisierung kontinuierlicher Systeme sinnvoll erscheint.

In Kapitel 2 werden die betrachteten kontinuierlichen und diskretisierten Systeme be-
schrieben.

Das daran anschlieBende Kapitel 3 beschéftigt sich mit Steuerbarkeit. Hier wird zunéchst
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eine zweckméfige Definition fiir die Systemeigenschaft Steuerbarkeit eingefiihrt. Anschlie-
Bend wird gezeigt, dass Steuerbarkeit in diesem Sinne auch fiir das diskretisierte System
erhalten bleibt, wenn die Abtastzeit hinreichend klein ist. Weiterhin wird auf die Steue-
rung in diskreter Zeit eingegangen und der Zusammenhang zwischen Steuerbarkeit in
diskreter Zeit und , Regelbarkeit erlautert. Zum Abschluss des Kapitels wird, aufbauend
auf das Ergebnis fiir kleine Abtastzeiten, ein Steuerbarkeitsmaf} definiert, das zur Ana-
lyse der Steuerbarkeit des diskretisierten Systems auch fiir grofle Abtastzeiten geeignet ist.

In Kapitel 4 wird Beobachtbarkeit behandelt. Auch hier wird zunichst Beobachtbar-
keit geeignet definiert. Dann wird, wiederum fiir kleine Abtastzeiten, gezeigt, dass Beo-
bachtbarkeit bei Diskretisierung erhalten bleibt. Aulerdem wird ein diskreter Beobachter
angegeben und das Thema Ausgangsriickfithrung kurz behandelt. AbschlieSend wird ein
Beobachtbarkeitsmafl definiert, das sich zur Analyse der Beobachtbarkeit eines diskreti-
sierten Systems eignet, wenn zur Diskretisierung grofie Abtastzeiten verwendet werden.

Kapitel 5 gibt eine Einordnung in die bestehende Literatur, und Kapitel 6 rundet die
Arbeit mit abschliefenden Bemerkungen ab.



Kapitel 2

Beschreibung der betrachteten
Systeme

a) Kontinuierliches System
Betrachtet werden zeitinvariante dynamische Systeme im Zustandsraum der Form

o o

mit dem Zustand x € R", dem Eingang bzw. der Stellgréole v € R und der Ausgangsgrofie
y e R

Zur FEinfachheit der Beweise (siehe Kapitel 4) wird angenommen, dass der Ausgang
linear in x ist, also ho(z) = hx. Dies ist z. B. erfiillt, wenn der Ausgang eine der Zu-
standsgréBen ist (was in vielen Fillen durch eine Ahnlichkeitstransformation erreichbar
ist), oder wenn y Zustandsgrofie eines dynamischen Sensors ist, der in f mit modelliert
wurde.

Es sei f(0,0) = 0, d. h. das betrachtete System hat eine Ruhelage bei {u, z, g} ={0,0,0}.

Fiir die rechte Seite der Differentialgleichung wird globale Lipschitzstetigkeit ange-
nommen. Das heifit, es gibt eine Konstante L > 0, so dass fir alle z,z° € R”, u,u’ € R
gilt

[f(@,u) = fl@'u)] < Lljo — 2’| + Ju— . (2.2)

Lokale Lipschitzstetigkeit der rechten Seite einer Differentialgleichung ist eine hinreichende
Bedingung fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung (siehe z. B. [23]). In der Praxis,
wo Zusténde iiblicherweise physikalische Gréfien sind, ist meist nur ein beschrinktes Ge-
biet im Zustandsraum relevant. Fiir ein solches beschréanktes und abgeschlossenes Gebiet
folgt aus der lokalen die globale Lipschitzstetigkeit in diesem Gebiet. Es ist also kei-
ne Einschrankung und dient der Ubersichtlichkeit, wenn man globale Lipschitzstetigkeit



(gegebenenfalls unter Verwendung einer lipschitzstetigen Fortsetzung! auBerhalb des zu
betrachtenden Gebietes) von f in R™ x R voraussetzt.

Fiir jede Steuerfunktion wu(.) aus einer zulédssigen Menge U von stiickweise stetigen Funk-
tonen R — R | jeden Anfangswert xo € R™ und jeden Startzeitpunkt t; € R gibt es dann
eine eindeutige fiir alle t € R definierte Losung ®(¢, ¢, zo, u(-)) mit

(P(tO?tO)anu(')) = o (23>
0
a@(t, to, xo,u()) = f(P(t,to, zo,uc),u(t)) ,teR (2.4)

Diese Losung wird als Zustandstrajektorie bezeichnet. Sie ist eine Abbildung R x R x
R™ x U — R™. Die Zustandstrajektorie gehe durch die Punkte (¢,z) und (o, o). Es gilt
dann:

r = Ot t,z,u(-))

= D(L,t, D(t, to, w0, u)), ul-))

= ®(t,ty, o, u(+))
(
(

A

to, to, To, u(-))
= (I)t(],to, (to,t,x,u(-)),U(-))
— Bto,t 2, u(-) (2

Siehe hierzu Abbildung 2.1.

g =

N~ ~ —~ —~ —
O o0 J O Ot
S N N N N

D(t,t,z,u(-))=
@(t,to,xo,u(~ )

D(to,t,z,u(-))

(to,to, x(y/

zo | _ b

Abbildung 2.1: Um die Trajektorie fest-  Abbildung 2.2: Zeitinvarianz: der Verlauf

zulegen, kann jeder beliebige ,Anfangs-  der Trajektorie wird durch Anderung des

punkt“ als Bezugspunkt verwendet wer-  Anfangszeitpunktes nicht verandert, wenn

den. der Verlauf des Eingangssignals ab dem
jeweiligen Anfangszeitpunkt und auch der
Anfangswert gleich bleiben.

leine solche Fortsetzung ist immer moglich; siehe hierzu [24] S. 5 und die dort verwendeten Zitate
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Aus der Zeitinvarianz des betrachteten Systems (d. h., f ist nicht selbst Funktion von
t) folgt: Verschiebt man den Anfangszeitpunkt und das Eingangssignal um die Zeit 9,
nimmt die Trajektorie ab dem jeweiligen Anfangszeitpunkt denselben Verlauf. Das heifit,
wenn t4 — ta + 9, ¥ € Rund v — @ mit a(t +9) = u(t), dann ist (t,ta, 24, u()) =
O(t 4+ 9,t4 + 9, x4,1u()). Siehe hierzu Abbildung 2.2.

Mithilfe der Zustandstrajektorie wird die Ausgangstrajektorie eingefiihrt. Sie ist ei-
ne Abbildung R x R x R” x i/ — R und wird durch

W(t, tg, xo, u()) := h®(t,tg, o, u)) ,tE€R (2.11)

definiert?. Wenn die Zustandstrajektorie durch die Punkte (¢,z) und (¢g, zo) geht, dann
gilt fiir das Ausgangssignal:

y(t) = Wt t,z,u(")) (2.12)
= W(t,t,P(t, to, xo, u()), u(-)) (2.13)
= U(t, tg, zo,u()) (2.14)

b) Diskretisiertes System
Zu dem oben beschriebenen System nach Gleichung (2.1) und einer beliebigen Abtastzeit
T € R" existiert immer ein diskretisiertes System nach Definition 1. Abbildung 2.3

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ( @1%2)
3 T (to, o) T 3
up H up(t) |#= f(x,up) y(t) A Uk

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 2.3: Diskretisiertes System

zeigt das diskretisierte System.

Bei der Diskretisierung wird ein Halteglied 0. Ordnung verwendet. Dieses erzeugt

’Die Ausgangstrajektorie ist das in Kapitel 1 nicht niher spezifizierte Ausgangssignal y(-) des konti-
nuierlichen Systems.
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aus der Steuerfolge u ein stiickweise konstantes Steuersignal up() ® mit

" eR (2.15)
0= {w)E . kez (2.16)
UD(t) = Uk ,t € [to—i—k’T,to—i—k’T—{—T),to € R. (217)

Im diskretisierten System wirkt dieses Steuersignal auf das kontinuierliche System, welches
damit die Zustandstrajektorie ®(-, tg, g, up(-)) bzw. die Ausgangstrajektorie W(-, to, xo, up())
erzeugt. Die Werte der Ausgangstrajektorie zu den Abtastzeitpunkten bilden die Elemente
der Ausgangsfolge

Y = \I/(tg + k‘T, to, o, UD()) (218)
Mit den Bezeichnungen

v = ®(to+ KT, 1o, 20, up()) (2.19)
fD(l’k, Uk) = (I)(to + KT + T, ty + kT, X, UD()) (220)

erhédlt man eine Zustandsdifferenzengleichung fiir das diskretisierte System

Tp+1 = fD(xk, Uk)
2.21
ye = haxy (2.21)

mit dem Zustand x; € R”, dem Eingang bzw. der Stellgrofie u;, € R und der Ausgangs-
grofe y, € R.

fp ist wegen Gleichung (2.20) wohl definiert.

Der Ausgang des diskretisierten Systems ist linear, da der Ausgang des betrachte-
ten kontinuierlichen Systems linear ist.

Das diskretisierte System hat eine Ruhelage bei {u,z,y} = {0,0,0}, da auch das be-
trachtete kontinuierliche System dort eine Ruhelage hat.

Die rechte Seite der Differenzengleichung ist global lipschitzstetig, da das kontinu-
ierliche System global lipschitzstetig ist. Das heifit, es gibt eine Konstante Lp > 0, so
dass fiir alle xk,x; e R, uk,u;C € R gilt

[fo (@, ) = foler,w)| < Loller — 2] + [un — ). (2.22)

Dabei ergibt sich die Lipschitzkonstante des diskretisierten Systems Lp geméfl Lemma 2
aus der Lipschitzkonstanten des kontinuierlichen Systems und der Abtastzeit.

3Die Bezeichnung up () dient der Unterscheidung des Steuersignals, das innerhalb der Diskretisierung
verwendet wird, von einem beliebigen Steuersignal fiir das kontinuierliche System.
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Fiir jede Steuerfolge u := {ug} . ,uxr € R, jeden ,Startzeitpunkt® ko € Z und je-
den Anfangswert z;, € R" hat das diskretisierte System eine eindeutige, fiir alle k € Z
definierte Losung ®p(k, ko, x,, u) mit

(I)D(ko,ko,l’ko,l_l> = Tk, (223)
(DD(k+ 1ak0axk‘o7u> = fD(¢D(k:7 k07xk071_1)7uk:) 7k € 7. (224>

Diese Losung wird als Zustandstrajektorie des diskretisierten Systems bezeichnet.
Sie ist eine Abbildung Z x Z x R™ x Up — R", wobei Up die Menge der betrachte-
ten Steuerfolgen u ist. Fiir die Zustandstrajektorie des diskretisierten Systems gelten die
oben vorgestellten Eigenschaften der Zustandstrajektorie des kontinuierlichen Systems
sinngemaf.

Mithilfe der Zustandstrajektorie wird die Ausgangstrajektorie des diskretisierten
Systems Vp(k, ko, Ty, , u()) eingefithrt. Sie ist eine Abbildung Z x Z x R™ x Up — R und
wird durch

\pr(ki,ko,xko,l_l) = h(I)D(]{?,ko,ZL‘kO,L_l) (2.25)

definiert?. Fiir die Ausgangstrajektorie des diskretisierten Systems gelten entsprechend
die oben vorgestellten Eigenschaften der Ausgangstrajektorie des kontinuierlichen Sy-
stems sinngemésf.

Es besteht folgender Zusammenhang zwischen den Trajektorien des kontinuierlichen
und des diskretisierten Systems:

Sei (to, xg) € RxR" die Anfangsbedingung des kontinuierlichen Systems und sei (ko, zg,) €
Z x R™ eine dazugehorige Anfangsbedingung des diskretisierten Systems, d. h. ®(tq +
koT, to, o, up()) = Tg,, dann gilt:

Op(0, ko, Ty, u) = P(to, to + kol Try, Up()) (2.26)
= D(to,to+ koT, P(to + ko', to, xo, up(:), up()) (2.27)

= D(tg, to, o, up(-)) (2.28)

= (2.29)

Op(k,0,20,u) = D(tg+ kT, ty, z0,up()). (2.30)

4Die Ausgangstrajektorie des diskretisierten Systems heifit in Kapitel 1 Ausgangsfolge y-
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Kapitel 3

Steuerbarkeit

3.1 Definition der Steuerbarkeit

Unter dem Begriff Steuerbarkeit eines nichtlinearen Systems versteht man ganz allgemein,
welche Méglichkeiten der Beeinflussung der Trajektorie! durch das Eingangssignal (d. h.
(¢, tg, xo, u(-)) durch u()) existieren und welche Grenzen ihr gesetzt sind. Dementspre-
chend gibt es in der Literatur zahlreiche unterschiedliche Definitionen von Steuerbarkeit
(s. hierzu und zur Einordunung der hier verwendeten Definition Abschnitt 5.1). Eine an
der Praxis orientierte Moglichkeit besteht darin, Steuerbarkeit als das zu definieren, was
man als Bedingung benétigt, damit konkrete steuer- und regelungstechnische Aufgaben
losbar sind. Im vorliegenden Fall ist dies die Regelung an der Ruhelage. In Abschnitt 3.3
wird sich zeigen, dass dafiir folgende Definition zweckméBig ist.

Definition 2 Steuerbarkeit des kontinuierlichen Systems:

Das System aus Abschnitt 2a mit Gleichung (2.1) heifit (exponentiell in den Nullpunkt)
steuerbar, wenn es Konstanten ¢ > 1, a > 0 gibt, so dass zu jedem Anfangspunkt (ty,zo) €
R x R™ eine Steuerfunktion u() € (C[ltom)2 existiert, so dass gilt

[ut)], [a()], |9(, to, 2o, u(-))] < ce™ o], ¢ > to. (3.1)

0J
Auch das diskretisierte System kann nur an seiner Ruhelage stabilisiert werden, wenn es
in geeigneter Weise steuerbar ist.?

Definition 3 Steuerbarkeit des diskretisierten Systems:
Das mit der Abtastzeit T > 0 diskretisierte System aus Abschnitt 2b mit Gleichung (2.21)
heifit (exponentiell in den Nullpunkt) steuerbar, wenn es Konstanten cp > 1, ap > 0 gibt,

'Im Zusammenhang mit Steuerung ist unter ,, Trajektorie“ immer die Zustandstrajektorie zu verstehen.

2s. Anhang B

3Diese Definition von Steuerbarkeit fiir das diskretisierte System ist ein Sonderfall der in [25] verwen-
deten Definition; s. auch Abschnitt 5.1
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so dass zu jedem Anfangspunkt (ko, zy,) € Z x R" eine Steuerfolge u := {up}i, , up € R
existiert, so dass gilt

’Uk’, |q)D(k7 kOa xko?ﬁ)‘ S CD 6_aD(k_k0)T’$ko‘7 k 2 kO- (32>

O

Bei der Diskretisierung dndert sich aus Sicht des kontinuierlichen Systems eingangsseitig
die zu verwendenden Eingangssignale. Statt beliebiger Eingangssignale u(.) € C! stehen
nach der Diskretisierung nur noch vom Halteglied erzeugte stiickweise konstante Ein-
gangssignale up(.) zur Verfiigung. Es stellt sich daher die Frage, ob und ggf. unter welchen
Voraussetzungen aus der Steuerbarkeit des kontinuierlichen Systems die Steuerbarkeit des
diskretisierten Systems folgt (Erhalt der Steuerbarkeit bei Diskretisierung).

3.2 FErhaltung der Steuerbarkeit

Der folgende Satz und sein Beweis sind das erste zentrale Ergebnis dieser Arbeit.

Satz 1 Wenn das kontinuierliche System aus Abschnitt 2a 4_3teuerbar ist, dann gibt es
stets ein 1" > 0, so dass auch das mit der Abtastzeit T € (0,7 diskretisierte System aus
Abschnitt 2b steuerbar ist. 0J

Bevor der Satz im Detail bewiesen wird, wird hier zundchst der Grundgedanke des Be-
weises skizziert:

Man betrachte einen beliebigen Anfangspunkt (¢o, z9) € R x R™ und eine passende Steuer-
funktion u(-) € (C[ltopo), die den Zustand des Systems geméifl Definition 2 in den Ursprung
tiberfiihrt. Von diesem (Steuerungs-)Vorgang wird nur das Intervall [ty, to + ©] betrachtet,
wobei © > 0 mindestens so gro8 sei, dass ce™® < % 5 ist. Die Trajektorie ®(t, to, zo, u())
des Systems néhert sich in diesem Intervall geméf Gleichung (3.1) exponentiell dem Ur-
sprung, und am Ende des Intervalls ist der Abstand vom Ursprung hochstens noch @

Zur Einfachheit sei © ein ganzzahliges Vielfaches der Abtastzeit T (© = mT, m € N).
Fiir das mit 7' diskretisierte System entspricht (o, z¢) dem Anfangspunkt (0,xy). Man
verwende fiir das diskretisierte System mit dem Anfangspunkt (0, zy) die diskrete Steu-
erfolge u = {u}°}, up = u(ty + kT). Aus dieser wird vom Halteglied die stiickweise
konstante Steuerfunktion up(), up(t) := ug, t € [to + kT, to + kT + T) fiir das System
erzeugt. Die zugehorige Trajektorie des Systems ist ®(t, to, xo, up(-)).

Aus der Lipschitzstetigkeit des Systems lésst sich folgern, dass der Abstand zwischen
O(t, to, xo,u()) und D(t,to, zo, up()) fur alle t € [to,to + O) proportional zu ||u(t) —

4Da fiir Steuerbarkeit nur die Zustinde und nicht der Ausgang des Systems relevant sind, wird hier
die Linearitit des Ausgangs nicht benotigt.
5Es wire auch moglich ce=®® < const, const < 1 zu wihlen
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up(t)]|eefto.to+0) beschrankt ist. ||u(t) —up(t)|icpto 0 +0) Wiederum ist proportional zu T'| x|
beschrankt. Fiir hinreichend kleine 7" ist somit |®(t, tg, zo, u()) — P(t, to, xo, up())| < |$TO|
fir alle t € [to,to + ©], und folglich ist |P(ty + O, o, xo, up()| < %]mo|. Damit ist die
Anndherung von ®(¢,tg, o, up(-)) an den Ursprung in dem betrachteten endlichen Inter-
vall gezeigt.

Der so erreichte Endzustand ®(ty + O, to, o, up()) wird im néchsten Zeitintervall ([to +
©,to+ 20]) wieder als neuer Anfangszustand betrachtet. Man erhélt schlieBlich durch re-
kursive Anwendung dieses Ergebnisses die (zeitlich) unbeschrénkte Fortsetzung der Tra-
jektorie und den Nachweis der Existenz einer Steuerfolge fiir das diskretisierte System
geméaf Definition 3.

Beweis von Satz 1

Sei T" > 0 eine beliebige Abtastzeit. Ferner sei m die kleinste natiirliche Zahl, fiir die
ce~omT < % ist, mit a, ¢ aus Ungleichung (3.1). Es wird definiert © := mT', und ¢ > 0 sei
so gewdhlt, dass ce”® = I ist (und daher © € [¢9,9 + T)).

Zu einem beliebigen Anfangspunkt (tp,x¢) € Rx R™ des Systems sei u(.) € C[lto,oo
ne exponentielle Steuerung nach Ungleichung (3.1). Fiir die zugehorige Trajektorie wird

im Folgenden die Abkiirzung

E(t) == (¢, to, o, ul+)) (3.3)

verwendet. Fiir sie gilt entsprechend Ungleichung (3.1)

) el-

()] < ce ). (3.4)

Zum spéteren Vergleich wird zusétzlich aus u() zunéchst durch Abtastung die (endliche)
Steuerfolge

we={u b, w = u(ty + kT) (3.5)

gebildet. Gibt man diese auf das diskretisierte System, so erzeugt das Halteglied daraus
auf dem Intervall [ty,to + mT) die stiickweise konstante Steuerfunktion

UD(t) = ur ,t€ [to—i‘]{?T, t0+/{3T+T) (36)
fiir das System. Diese liefert als Trajektorie
§D<t> = (D(t,t[),fto,uD(')) ,t € [to,to—f-@] (37)

Die beiden Trajektorien werden nun auf dem Intervall [to,ty + O] verglichen. Dazu ver-
wendet man folgende Differentialgleichungen

E = f&u) , &to) =10
&p = flép,up) , Eplte) = o. (3.8)
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Fiir den Unterschied ergibt sich nach Auswertung der Lipschitzeigenschaft des Systems
die Differentialungleichung

(€ = €p) | < LIE = &pl + |u —upl] , (o) = Entto) = 0. (3.9)
Mit Lemma 1 auf Seite 53 und wegen ¢ € [to,to + ©],0 € [0,9 + T) folgt daraus:

t

60 =& < [ M Liue - upen] dr (3.10)
to
t
< eL(t‘tO)L/|u<r)—uD<f>\ dr (3.11)
to
to+0©
< D] / |u(r) —up)| dr, t € [to,to+ O] (3.12)

to

Nun wird |u —up| zunéchst auf einem Abtastintervall [to + kT, to+ kT +T) C [to,to+O)
betrachtet. Dazu wird im Schritt von (3.16) nach (3.17) die Ungleichung (3.1) verwendet.
Fiir 7 € [t + kT, to + kT + T gilt:

|u(T) — up(7)| (3.13)
= |[u(T) —up(7)] — [u(to+kT) — up(to+kT)]| (3.14)

(- /
v~

0

T

= | /[u(s)—uD(s)]'ds| (3.15)

to+kT

_ / fi(s)| ds (3.16)
to+kT

< / ce™70) ds |z (3.17)
to+kT

= ClemabT _ gmalr=t0)] |z (3.18)
a

— EefakT[l o efa(‘l‘fkato)] ‘SC()’ (319)
a

< SemahT[ _ omaT] |g| (3.20)
a

Das Integral iiber ein Abtastintervall hat dann folgende Abschétzung

to+kT+T
/ lu(T) —up(r)| dr < TEe_“kT[l — e_aT] EE (3.21)
a

to+kT
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Mit © = mT folgt fiir das Integral iiber das Intervall [t,to + ©)

to+0
|u(T) —up(T)| dr

to

Aus (3.12) und (3.26) ergibt sich

IN

m—1 c
—T[l o e_aT]e_akT|$0|
a
k=0
c m—1
—T[l _ e—aT] Z e_akT|I0’
a
k=0
1— e—amT

c
T — e —
ST - e )=l

ST — emamT]|
a

C
—T|LI§'0‘.
a

€(t) — Ent)] < eL<ﬁ+T>L§T\xO\ € [to,to + O]

Dieses Zwischenergebnis gilt fiir alle 7" > 0.

Sei T so bestimmt, dass gilt

= -1
6L(19+T)LET _ =
a

Fiir alle Abtastzeiten T € (0, T] folgt dann aus (3.27) und (3.28)

[€(t) — Ep(t)] < Flaol,

t e

[to, to + O].

(3.22)

(3.23)

(3.24)
(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

Fiir £p ergibt sich daraus mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der Abschétzung fiir £

nach Ungleichung (3.4)

Eo@] < [E@)]+ 1) = &)t € [to, o + O]

[ce—a(t—to) + %1] |I0|

<
und (mit 9 <O <9+ T)
€p(to + O)] [
[

%|~T0!

<
<

ce™™® 4+ %] ||

5 + 1llzol

(3.30)
(3.31)
(3.32)

(3.33)
(3.34)
(3.35)

Die im Intervall [tg,ty + ©] angestellten Betrachtungen gelten fiir alle Anfangspunkte
(to,z0) € R x R™ Daher kann man im Intervall [ty + O,y + 20|, ausgehend von dem
bereits erreichten Punkt (tp + 0,&p(to + ©)), exakt dieselbe Betrachtung anwenden, und
erhélt so eine Fortsetzung von up, £p in diesem Intervall usw..
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Auf diese Weise folgt fiir alle i € Ny zunéchst aus Ungleichung (3.35) die Differenzenun-
gleichung

Ep(to +10 + ©)| < §ép(to +10)],  [€p(to)| = |0 (3.36)
und aus dieser rekursiv die Abschétzung

€n(to +i0)] < ()]0, (3.37)
und weiter aus (3.32) die Ungleichung

E0(®)] < e+ 3lép(to +1O)], t € [ty +10,to + 1O + O] (3.38)
< le+33) |l (3.39)

Mit der Wahl von ap so, dass gilt
6—aD(19+T) _ % < e—aD@’ (340)

erhilt man fur alle ¢ € Ny

|§D(t)| S (C + i)e_aDie|ZE0| ,t - [to + Z@, to —f- Z@ —I— @] (341)
= (c+ 1)eli®+O=0) 5] (3.42)
< e+ D)emr@emant=io) || (3.43)
< (c+ by @D eant=to) g | (3.44)

wobei im zweiten Schritt die Abschiatzung —(i© + 0) < —(t — ty) verwendet wurde.
Diese Ungleichung gilt fiir jedes i € Ny, und die rechte Seite ist unabhéngig von i. Wegen

€D(t> = (b(ta th Lo, uD()) fOlgt
|D (¢, to, To, up())| < [c+ %]e“D(ﬁ+T)e_“D(t_t0)]a:0| 6> 1. (3.45)
Mit Gleichung (2.30) ergibt sich daraus

|®D(k7 O, X, LJ.)‘ = |(I)(t0 + kT, to, To, UD())‘ (346)
< [e+ YerrHDemankT 01k € No. (3.47)

Fiir beliebige Anfangspunkte (kg,zr,) € Z x R™ des diskretisierten Systems erhélt man

|(I)D(k‘, k’(), M l_l)| = |(I)(t0 + k’T, ty + k’oT, Tk s UD()) (348)
= |ty + (k — ko)’ ty, Thy, un()- (3.49)

Da die gesamte Betrachtung fiir einen beliebigen Anfangspunkt (o, x9) € R x R"™ durch-
gefithrt werden kann, gilt sie auch insbesondere fiir den Anfangspunkt (¢, xy,) € R x R™,
woraus sich die gewiinschte Ungleichung fir |®p(k, ko, 2, u)| ergibt.
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Fiir die Steuerfunktion up gilt

< cem g (3.51)
< clxg). (3.52)

Diese Abschéitzung ist unabhéngig von k . Daher gilt sie fiir alle £ = 0,1,...,m — 1 und
folglich fur alle ¢ € [to,to + ©). Die Steuerfunktion wird so fortgesetzt, dass im darauf
folgenden Intervall gilt

lup(t)| < clép(to +O)| ,t € [to+ O, to +20). (3.53)

Usw..
So erhélt man allgemein

lup(t)| < c|ép(to +1O)| ,t € [to+iO,to+ (1 +1)0O). (3.54)
Andererseits ist

€p(to +i0)] < (3)'|mo| i €Ny (3.55)
woraus sich

lup(t)] Ylxo| t € [to + 0O, to +iO + O) (3.56)

Yol t € [to+1iO,to + iO + O] (3.57)

IA

o

< o

e[S [Iv)

ergibt. Mit den gleichen Umformungen wie fiir die Trajektorie (Gleichung (3.40) - Glei-
chung (3.44)) erhilt man entsprechend

lup(t)] < ceP@HDemant=t) |z ¢ > ¢, (3.58)
Daraus folgt mit |u;| = |u(ty + kT)| die nachzuweisende Ungleichung fiir die Steuerfolge.
Damit ist Satz 1 mit ap wie oben und cp := [c + 1]e®»@*T) bewiesen. O

3.2.1 Simulationsbeispiel

Um den Beweis zu veranschaulichen, wird das nichtlineare Beispiel
T =sin(zr) +u (3.59)

mit € R und u € R betrachtet. Dieses System hat eine Ruhelage bei {u,z} = {0, 0}.
Diese Ruhelage ist instabil (%h:o = 1). Von einem beliebigen Anfangspunkt (tg,zq) €
R x R™ kann der Zustand des Systems mit der Steuerung

u(t) = —sin(e” 0 gy) — ety (3.60)
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exponentiell in die Ruhelage {u, z} = {0,0} tiberfiihrt werden. Mit dieser Steuerung ergibt
sich

|D(t,to, zo, u(-))| = e 70| (3.61)
lu(t)| = |sin(e”70gp) 4 e~ o)y (3.62)

< sin(e” ) z0)| + |em gy (3.63)

< 2e” (710 (3.64)

lu(t)] = | = cos(e” 70 gg)e (o) gy — o= (t=t0) g (3.65)

< (cos(e 0 g0) 4 1)eE10) | (3.66)

< 2e 0|z (3.67)

Daher gilt fiir dieses System die Ungleichung (3.1) mit ¢ = 2 und a = 1.

Der Anfangswert des kontinuierlichen Systems sei beispielsweise (to, z9) = (0,1), der des
diskretisierten (kg, zg,) = (0, 1). Fiir ¢ betrachtet man das Intervall [0, ©]. Damit am Ende
des Intervalls [®(©,0,1,u())| < 3[1] ist, wird 2¢-® < L benétigt. Andererseits soll © ein
ganzzahliges Vielfaches der Abtastzeit T sein. Fiir die Abtastzeiten T = 0.2, 0.5, 1 ist
© = 2 eine geeignete Wahl. Auf dem Intervall [0,0] wird als diskrete Steuerung (mit
to = 0) definiert

up = u(kT) (3.68)

Die Zustandstrajektorie des diskretisierten Systems ist

O(t,0,1,up()). (3.70)
0 1 : :
®(-,0,1,u(+))
0.5 l
-0.5r
=0.2
—0.5
4 U()—s up() o
v 4l
-15r
-15 .
®(-,0,Lup(-) >
o
% N SR SN SN SN SN SN SN SN S SO N S SN S S S SR SR S
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 1.8 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

t t

Abbildung 3.1: Steuersignal v und up ste-  Abbildung 3.2: Trajektorien des mit wu(.)

tig und stiickweise konstant gesteuerten Systems und des mit up(-) ge-
steuerten Systems fiir verschiedene Ab-
tastzeiten.
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Fiir t € [0,0) wird in Abbildung 3.1 das glatte Steuersignal u(.) sowie das stiickweise kon-
stante Steuersignal up() (das innerhalb des diskretisierten Systems verwendet wird) ge-
zeigt. In Abbildung 3.2 werden die gesteuerten Trajektorien ®(¢,0, 1, u()) und ®(¢,0, 1, up(-)
(letztere fiir verschiedene Abtastzeiten) abgebildet.

Der Wert der Trajektorie des diskretisierten Systems zum Zeitpunkt © unterscheidet
sich umso weniger vom Wert der Trajektorie des kontinuierlichen Systems, je kleiner die
Abtastzeit wird. Hat die Trajektorie des kontinuierlichen Systems auf dem Intervall ©
(betragsmiflig) einen Abstieg, wird auch die Trajektorie des diskretisierten Systems (be-
tragsméfBig) einen Abstieg haben, wenn die Abtastzeit klein genug ist.

Die Fortsetzung ®(¢,0, 1, up()) fiir £ > 2 erhdlt man, indem man Intervalle der Lénge © =
2 aneinander hiangt. Der Endwert des diskretisierten Systems auf dem Vorgéngerintervall
wird dabei als Anfangszustand (des kontinuierlichen und des diskretisierten Systems) auf
dem aktuellen Intervall betrachtet. Passend zu diesem Anfangszustand wird (auf dem
aktuellen Intervall) up() gebildet. Daher weist ®(-,0,1,up(-)) Knicke bei Vielfachen von
© auf. Die Abbildungen 3.3 bzw. 3.4 zeigen die Fortsetzung von up bzw. ®(-,0,1,up()),
sowie die jeweils relevanten Stiicke von u bzw. ®(-,0, 1, u()).

1

osr i oy elevante Stiicke von ®(+,0,1,u(-))

061 \\

ok 3 \ P(-,0,1,up(-))

041 A

-0.5-
0.2

-1F relevante Stiicke von u(-) . 0

-0.2
el Je——up()

-0.4

|
i
|
T
i
|
|
i
|
va
L L L L L L L L y
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2

t t

Abbildung 3.3: Steuersignale v und up, Abbildung 3.4: Trajektorienfortsetzung
=2 T=0.2. 0=2T=0.2.

3.3 Steuerbarkeit impliziert ,,Regelbarkeit

Betrachtet wird das diskretisierte System aus Abschnitt 2b, also

T = [k, w) (3.71)
Yp = hay. (3.72)

Wenn dieses System steuerbar ist, dann gibt es immer auch einen (diskreten) Regler, der
es stabilisiert und den Zustand in den Ursprung iiberfiihrt (s. [25] Theorem 1, Kap. 3 und
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Korollar 1, Kap. 3, sowie [26]). Die Herleitung wird im Folgenden wiedergegeben.

Zunichst wird der Anfangspunkt (0,xq) fiir das diskretisierte System betrachtet, also
(k07 xko) — (07 I’O).
Sei zy € R™. Fiir eine beliebige Steuerfolge u := {uy }32, lautet die Trajektorie des Systems
dann ®p(k, 0, 29, u). Es gilt
®5(0,0,29,u) = zo (3.73)
®D<k+ 17O7x07u) = fD(@D(k’,O,SUO,u),Uk). (374)

Man definiert ©
nun V : R®" — R:

V(zo) == nglfz U(®p(k,0,20,1)), uy) (3.75)

wobei [ : R" x R — R eine positiv definite Funktion ist. V(xg) wird nun umgeformt.
Zunéchst schreibt man das erste Summenglied aulerhalb der Summe

V(o) = inf{l(wo, uo) + > U ®p(k, 0, x0,1), u) } (3.76)

k=1

Aufgrund des Bellmanschen Optimalitéatsprinzips, das besagt, dass jedes Endstiick einer

optimalen Trajektorie fiir sich optimal ist, erhélt man mit u' := {uz}32,,
V(xg) = inf |1(xg,up) + minz I(Pp(k,0,x0,u), ug) (3.77)
s L

AuBlerdem gilt wegen Gleichung (3.74)
(DD(laOaanl_l) = fD(x(LUO) (378)
weshalb sich

Vi(zo) = iﬁ)f [[(z0, uo0) + V (fp(2o, u0))] (3.79)
ergibt. Fiir das optimale ug 7, hier mit u$ bezeichnet, gilt dann

V(fp(xo,uy)) — V(ze) = —l(x0, ug). (3.80)

SFiir die Existenz der nachstehenden Summe ist die in dieser Arbeit verwendete Definition von Steu-
erbarkeit des diskretisierten Systems eine hinreichende Bedingung.

"Es wird hier angenommen, dass die oben stehende Funktion ein Minimum hat, das auch erreicht wird.
Andernfalls miisste man mit dem Infimum arbeiten, wodurch der Schreibaufwand erheblich kompliziert
wiirde, aber keine grundlegend neue Erkenntnis erreicht wird.
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Die eben angestellten Uberlegungen kénnen fiir jede beliebige Wahl von zy € R™ durch-
gefithrt werden. Das heifit, zu jeder beliebigen Wahl von z, gibt es ein optimales u(x),
so dass Gleichung (3.80) gilt. Wegen der Zeitinvarianz des betrachteten Systems konnen
die obigen Uberlegungen zu jedem beliebigen Zeitpunkt durchgefiithrt werden: Man erhélt
den gleichen Wert ug (), egal zu welchem Zeitpunkt man die Uberlegungen durchfiihrt.
Daraus folgt: Wenn man als Regelgesetz fiir das diskretisierte System die Zustands-Vektor-
Riickfithrung

up = K(zx) K () = ug() (3.81)

verwendet, erhélt man einen Regelkreis nach Abb. 3.5, und dieser Regelkreis ist asympto-

diskretisiertes System

U @ xy = x(tg + kT)

Abbildung 3.5: ,,Digitale“ Regelung des kontinuierlichen Systems

tisch stabil, weil V' Lyapunov-Funktion fiir den Regelkreis ist.

V(fp(zr, K(xg))) = V(wg) = —l(zy, K(zx)) (3.82)

Auf diese Weise kann man fiir jedes steuerbare diskretisierte System einen stabilisierenden
(diskreten) Regler finden.

Fasst man nun Halteglied und Abtaster als Teil des Reglers auf, so erhélt man einen Reg-
ler fiir das kontinuierliche System. Der Zustand des kontinuierlichen Systems ist zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Abtastzeitpunkten nach Lemma 1 entsprechend dem Zustand
zum ersten Abtastzeitpunkt und dem Eingangssignal beschriankt. Mit diesem zusétzlichen
Argument impliziert also Steuerbarkeit des kontinuierlichen Systems auch dessen ,, Regel-
barkeit®.

Mit der Frage, ob nichtlineare kontinuierliche Systeme durch Riickfithrung stabilisierbar
sind, haben sich auch andere Autoren beschéftigt. Beispielsweise in [6] betrachten die
Autoren nichtlineare Systeme, die zwar nach der in [6] gegebenen Definition asymptotisch
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steuerbar sind, aber nicht durch eine stetige Riickfiihrung stabilisiert werden koénnen ®.

Die Existenz nicht stetiger stabilisierender Riickfithrungen K (x) wird dort gezeigt, wobei
beweistechnisch auf Methoden der zeitlichen Diskretisierung zuriickgegriffen wird.

3.4 Steuerbarkeitsmaifl

3.4.1 DMotivation zur Einfiihrung eines Steuerbarkeitsmafles

Der Satz zur Erhaltung der Steuerbarkeit bei Diskretisierung sagt aus, dass die Steu-
erbarkeit grundsitzlich fiir alle Abtastzeiten T € (0,7], T > 0 erhalten bleibt, wenn
T hinreichend klein ist. Der Beweis dieses Satzes konzentriert sich primér darauf, die
Existenz eines solchen 7' nachzuweisen. Er ist in dieser Hinsicht sogar konstruktiv: die
entsprechenden Formeln gestatten die Berechnung eines geeigneten 7T'; dieses diirfte in
der Regel jedoch wegen der zum Teil groben Abschitzungen, die bei der Herleitung der
Formeln gemacht wurden, sehr klein (und kleiner als erforderlich) sein. Es stellt sich da-
her die Frage nach dem groBtmoglichen 7', mit dem Steuerbarkeit fiir alle 7' € (O,T]
erhalten bleibt. Das Intervall (0, T] wére dann der Spielraum, in dem man in der Praxis
typischerweise die Abtastzeit wahlen wiirde.

3.4.2 Steuerbarkeitsmafl des Systems

Sei ohne Beschriinkung der Allgemeinheit (tg, zo) = (0, zo), 2o € R™.
Ein System ist umso schwieriger steuerbar, je gréfier der dazu benétigte ,, Aufwand* ist©.
Der Aufwand kann fiir einen beliebigen Anfangspunkt zy # 0 beispielsweise durch

T [®*(1,0, 20, u(-))Q®(, 0, o, u(-)) + u*(t) Ru(t)] dt
Lr(;g 0 v (3.83)

ausgedriickt werden. Er ist im ungiinstigsten Fall das Maximum dieses Ausdrucks iiber
alle xg. Der Kehrwert wird als Steuerbarkeitsmafl bezeichnet.

Definition 4 Maf fiir Steuerbarkeit des (kontinuierlichen) Systems:
Seien Q) und R symmetrisch positiv definite Matrizen geeigneter Dimension. Sei U die
Menge der Eingangssignale. Sei u(-) € U und o € R™. Der Wert

. -1
Se = |sup{ inf 2 - (3.84)
xo u() 'Z.Oxo

8Fiir ein Beispiel s.[27].

9Wegen der Zeitinvarianz des betrachteten Systems ist dies erlaubt (s. Abschnitt 2a).
19Aus der Literatur sind auch SteuerbarkeitsmaBe bekannt; fiir eine Ubersicht s. [28]
"n dieser Arbeit wird die Transponierte eines Vektors v bezeichnet mit v*.
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wird als Steuerbarkeitsmaf$ des kontinuierlichen Systems aus Abschnitt 2a bezeichnet. [

Beispiel lineares System
Betrachtet wird ein lineares System

= Fzr+gu (3.85)

mit dem Zustand z € R™ dem Eingang u € R, der (n x n)-Systemmatrix F und
der (n x 1)- Eingangs- oder Steuermatrix g. Wenn das System nach Gleichung (3.85)
steuerbar ist, dann gibt es dafiir auch immer eine exponentiell stabilisierende Zustands-
Vektor-Riickfithrung u = Kx, wobei K eine (1 x n)-Matrix ist. Eine Moglichkeit zur
Bestimmung von K ist die optimale Regelung. Bei dieser Art des Reglerentwurfs wird die
Zustands-Vektor-Riickfithrung bestimmt, indem man ein Eingangssignal sucht, das eine
Giitefunktion minimiert. Beispielsweise in [2] wird die Vorgehensweise beschrieben. Die
Giitefunktion lautet

o0

J(zo) = / (£, 0, 20, u(-))QB(t, 0, 20, u(-)) + u(t)* Ru(t)] dt. (3.86)
0
wobei () und R beliebige, symmetrisch positiv definite quadratische Matrizen passender
Dimension sind. Mithilfe dieser Matrizen kann man gewiinschte Eigenschaften fiir den
geschlossenen Regelkreis ausdriicken. Insbesondere ist der geschlossene Regelkreis stabil,
wenn das kontinuierliche System vollsténdig steuerbar ist. Die Giitefunktion wird nach
[2] minimiert durch

u = Kz (3.87)

K = —R'g'P, (3.88)
wobei Pr die symmetrisch positiv definite Losung der Matrix-Riccati-Gleichung ist.

F*Po+ PoF — PogR™'¢*Po +Q =0 (3.89)

Der Wert des Giiteintegrals ergibt sich mit der optimalen Zustands-Vektor-Riickfithrung
dann zu

J(xo) = x5 Poxo (3.90)

Somit hat das Steuerbarkeitsmaf fiir lineare kontinuierliche Systeme den Wert

. -1
[ [@*(¢£,0, 0, u(-))QP(¢, 0, zo, u(+)) + u(t)* Ru(t)] dt
Se = |sup{ inf? - (3.91)
0 u(-) xoxo
. -1
= [sup @} (3.92)
o) T
= Dma{ P} (3.93)

Die Matrix P ist etwas dhnliches wie die Gramsche Steuerbarkeitsmatrix aus [28]. Ein
Unterschied ergibt sich, da nicht nur die Steuerfunktion zum Wert der Giitefunktion
beitragen, sondern auch die die gesteuerte Trajektorie.
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3.4.3 Steuerbarkeitsmaf} fiir das diskretisierte System

Sei ohne Beschriinkung der Allgemeinheit ko = 0, und sei x, € R"12,

Fiir das diskretisierte System nach Gleichung (2.21) wird ein entsprechendes Steuerbar-
keitsmaf} definiert. Statt des Integrales wird hier die Summe multipliziert mit der Abtast-
zeit verwendet. Auf diese Weise geht das Steuerbarkeitsmaf fiir das diskretisierte System
fiir T'— 0 in das des kontinuierlichen Systems iiber. Dadurch werden die beiden Mafle
vergleichbar.

Definition 5 Mafs fiir Steuerbarkeit des diskretisierten Systems:
Seien @ und R positiv definite Matrizen geeigneter Dimension, und T € R* die Abtastzeit.
Sei Up die Menge der Steuerfolgen fiir das diskretisierte System. Seien v € Up und xg, €
R™. Die Grifse
00 -1

T z [(I)D(k', O, Ty s y)*QCI)D(k, O, Tkq, y) + uZRuk]
Sp(T) = { sup |inf —=° (3.94)

*
Tiy u Ty Tho

wird als Steuerbarkeitsmaf fir das diskretisierte System aus Abschnitt 2b bezeichnet. [J

Beispiel diskretisiertes lineares System

Auch fiir diskretisierte lineare Systeme gibt es die Moglichkeit eine exponentiell stabi-
lisierende Zustands-Vektor-Riickfiihrung mithilfe der Linearen Optimalen Regelung zu
entwerfen. Betrachtet wird das diskretisierte lineare System

LTe+1 — Aa:k—i—buk (395)

mit dem Zustand x; € R™, u, € R. Die Matrizen A und b ergeben sich (bei einem Halte-
glied nullter Ordnung und der Abtastzeit T') aus den beiden Bestimmungsgleichungen

A = 7 (3.96)
T

b = /eF(t_T)g dr. (3.97)
0

Beispielsweise liefert [2] folgende Ergebnisse fiir die lineare optimale Regelung von diskre-
tisierten Systemen. Die Giitesumme

[e.9]

Ip(xk,) =Y [@p(k, 0,2, 0)* QP p(k, 0, x4y, 1) + ujRu] T (3.98)
k=0

wird fiir ein diskretisiertes steuerbares System durch die Zustands-Vektor-Riickfiithrung
ur, = Kp xp minimiert, wenn gilt

Kp = —(RT + b*Ppb) 'b*PpA. (3.99)

12Dies ist erlaubt, da das betrachtete diskretisierte System zeitinvariant ist (s. Abschnitt 2b).
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Dabei ist Pp die Losung der diskreten Matrix-Riccati-Gleichung
Pp = QT + A*PpA — A*Ppb(RT + b*Ppb) 'b*PpA. (3.100)

Pp ist einerseits aufgrund der Definition von Jp und andererseits wegen den Gleichun-
gen (3.96) und (3.97) abhéngig von der Abtastzeit. Mit der optimalen Zustands-Vektor-
Riickfithrung ergibt sich der Wert der Giitesumme zu

Ip(Try) = T, P Tk, - (3.101)

Damit erhélt man fiir lineare diskretisierte Systeme das Steuerbarkeitsmafl

Sp(T) = [SUPW _ (3.102)
= Pomae{ Po(T)}] 7" (3.103)

Man sieht, auch hier ergibt sich wie im linearen kontinuierlichen Fall die Norm der Losung
der Matrix-Riccati-Gleichung als Maf§ fiir Steuerbarkeit. Die Matrix Pp ist so wie im
kontinuierlichen Beispiel etwas dhnliches wie die Gramsche Steuerbarkeitsmatrix aus [28].
Ein Unterschied ergibt sich, da nicht nur die Steuerfunktion zum Wert der Giitefunktion
beitragen, sondern auch die die gesteuerte Trajektorie, aulerdem ist fiir das diskretisierte
System die Giitefunktion nicht iiber ein Integral definiert, sondern iiber eine Summe.

3.4.4 Anwendungen

a) Simulationsbeispiel fiir ein lineares System
Die oben hergeleiteten Ergebnisse sollen nun anhand eines linearen Beispiels zweiter Ord-
nung illustriert werden. Betrachtet wird das System

b [0 e [0

Die Eigenwerte dieses Systems liegen bei A;jp = 1 £ 52,5 := v/—1. Es handelt sich also
um ein instabiles System. Das System ist in Regelungsnormalform, woraus folgt, dass es
vollstandig steuerbar ist. Die diskrete Darstellung des Systems mit Halteglied 0. Ordnung
am Eingang lautet abhéngig von der Abtastzeit T

- { e’ (cos(2T) — 3sin(2T)) selsin(27) 1 _—
i —2eT'sin(27) e’ (cos(2T) + $sin(2T))
(T (- ZCOS(QT) + sin(27)) + 2)
.+ [ —e Tsin(2T) ] -

In [2] wurde gezeigt: Steuerbarkeit bei Diskretisierung eines steuerbaren kontinuierlichen
Systems bleibt erhalten, wenn zwei verschiedene Figenwerte des kontinuierlichen Systems
auf zwei verschiedene Eigenwerte des diskretisierten Systems abgebildet werden. In diesem
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Beispiel bedeutet das, dass Steuerbarkeit verloren geht, wenn fiir die Abtastzeit gilt T' =
i5, 1 € N. In diesem Fall ergibt sich die Systemmatrix des diskretisierten Systems zu

[ €e%cos(in) 0
A(Z2) B 0 e'2 cos(im) (3.104)
Man sieht sofort, dass mit dieser Systemmatrix die Steuerbarkeitsmatrix des diskreti-
sierten Systems (Q4p = [b, Ab]) singuldr wird. Aus der linearen Systemtheorie ist also

bekannt, dass bei der zeitdiskreten Regelung des Beispielsystems Steuerbarkeit verloren
geht, wenn die Abtastzeit T ein Vielfaches von 7/2 betrégt. Dies sollte sich auch im Steu-
erbarkeitsmafl widerspiegeln.

Das Steuerbarkeitsmafl wurde fiir das kontinuierliche System mit Gleichung (3.93) und
Gleichung (3.89) berechnet. Fiir verschiedene Abtastzeiten T' € (0,5] wurden zunéchst
die Matrizen A und b und anschlieflend das Steuerbarkeitsmafl mit der jeweiligen Abtast-
zeit nach Gleichung (3.103) und Gleichung (3.100) berechnet. Als Gewichtungsmatrizen
@, R wurden die Einheitsmatrizen verwendet. In Abbildung 3.6 ist das Steuerbarkeits-
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Abbildung 3.6: Steuerbarkeitsmafl fiir lineare diskreti-
sierte Systeme aufgetragen iiber die Abtastzeit

us

maf fiir diskretisierte Systeme iiber die Abtastzeit T aufgetragen. Bei T' = i zeigt die
logarithmische Darstellung Peaks nach unten. Das diskretisierte System ist dort praktisch
nicht steuerbar und das Steuerbarkeitsmafl geht gegen Null. Zum Vergleich wurde auch
das Steuerbarkeitsmafl fiir das kontinuierliche System eingetragen. Wenn die Abtastzeit
gegen Null geht, stimmt das Steuerbarkeitsmafl des kontinuierlichen Systems mit dem
Steuerbarkeitsmafl des diskretisierten Systems iiberein. Je grofler die Abtastzeit wird, de-
sto kleiner wird das Steuerbarkeitsmafl des diskretisierten Systems und desto schlechter
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wird das System steuerbar sein.

b) Allgemeiner Fall

Will man das Steuerbarkeitsmafl nach Definition 4 bzw. Definition 5 fiir nichtlineare Sy-
steme berechnen, hat man keine geschlossene Losung des betreffenden Systems mehr.
Aber man konnte in der Praxis im Prinzip auf numerischem Wege wie folgt vorgehen.

e Wahl einer angemessen groflen Konstante F.

e Auswahl einer représentativen Menge U4+ mit endlich vielen Elementen aus der
Menge der moglichen Eingangssignale.

e Auswahl einer reprisentativen Menge X mit endlich vielen Elementen aus R".
e (numerische) Berechnung der Grofie

fcb*(t, 0, zo, u(+))QP(t, 0, zo, u(-)) + u(t)*Ru(t) dt

Sc = max min .
zo€X | u(-)EUpart oo

e Wahl der Abtastzeit T
e Bestimmung der kleinsten natiirlichen Zahl m, so dass gilt mT > F
e Auswahl einer représentativen Menge Up pqr von Eingangsfolgen u := {uy},.,

e numerische Berechnung von

m

S % (KT, 0, 20, u(-)Q®p (KT, 0, 20, u(-)) + w(kT)* Ru(kT) T

Sp = max min -
xOEX u(~)6MD,part .1'01’0

Die Groflen S und Sp gewinnen an Aussagekraft, je mehr Elemente in den Mengen X,
Upart und Up pare beriicksichtigt werden. Allerdings wéchst der Rechenaufwand im All-
gemeinen exponentiell mit der Anzahl der betrachteten Moglichkeiten (die sich aus der
Anzahl der ausgewéhlten Anfangszustiande und Steuersignale und der Lénge des betrach-
teten Intervalls ergibt). Deswegen ist eine solche Vorgehensweise nur theoretisch.
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Kapitel 4

Beobachtbarkeit

4.1 Definition der Beobachtbarkeit

Unter Beobachtbarkeit eines nichtlinearen Systems versteht man ganz allgemein die Mog-
lichkeit, den Zustand des Systems aus Ein- und Ausgangsmessung(en) zu ermitteln. Die
Kenntnis des Zustands wird benotigt, wenn man eine konkrete regelungstechnische Auf-
gabe, wie z. B. die Regelung an der Ruhelage, mit einer Zustands-Vektor-Riickfiithrung
16sen mochte. Die Definition von Beobachtbarkeit wird hier aus [24] {ibernommen'. Dort
wird auch gezeigt, dass fiir ein System das nach dieser Definition beobachtbar ist immer
ein Beobachter existiert.

Definition 6 Beobachtbarkeit des kontinuierlichen Systems:

Sei U die Menge der stiickweise stetigen Signale im Intervall (—oo, 00). Sei u() € U. Das
kontinuierliche System aus Abschnitt 2a mit Gleichung (2.1) heifit beobachtbar, wenn es
Konstanten ¢,0 > 0 gibt, so dass fiir jedes u() € U, jedes t € R und jedes x,z € R" gilt

U+ 7t 2,u0) — U+ 7,82, u6)||relon > slz — 2. (4.1)
0

Die folgende Definition von Beobachtbarkeit fiir das diskretisierte System wurde aus [29]
iibernommen. Dort wurde auch ein Beobachter fiir diskrete Systeme, die nach dieser De-
fintion beobachtbar sind konstruiert.

Definition 7 Beobachtbarkeit des diskretisierten Systems:
Das diskretisierte System nach Abschnitt 2b mit Gleichung (2.21) heifst beobachtbar, wenn

"Wihrend es bei Steuerbarkeit zweckméBig war, die Betrachtungen ab dem Zeitpunkt g ,, vorwérts“
durchzufiihren, ist es hier zweckméfig, die Betrachtungen vom Zeitpunkt ¢ aus ,,zuriickblickend“ durch-
zufithren. Das deckt sich auch mit der Vorstellung, die man von Steuerung bzw. Beobachtung hat;
bei der Steuerung mochte man die Trajektorie durch das Stellsignal beeinflussen, was ist in der Regel
,rickwirkend“ nicht moglich. Bei der Beobachtung méchte man aus vorliegenden Messungen den Zustand
ermitteln. Vorliegen kénnen aber nur aktuelle Messungen und Messungen aus der Vergangenheit.
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es Konstanten sp > 0 und v € N gibt, so dass fiir jedes u = {up+x }32 o, Up+r € R, jedes
k € Z und jedes :ck,x;c e R" qilt

H\DD(k + R, ka T, U) - qID(k + K, ka :C;g’ y)Hne[—u,O] Z gD’:Ck - x;g’ (42>

O

Diskretisierung bedeutet aus der Sicht des kontinuierlichen Systems ausgangsseitig Ab-
tastung. Statt des gesamten Ausgangssignals stehen nach der Diskretisierung nur noch
die Werte des Ausgangssignals zu den Abtastzeitpunkten zur Verfiigung, also die Aus-
gangsfolge. Fiir die Beobachtung fehlt die Information, die das Ausgangssignal zwischen
den Abtastzeitpunkten beinhaltet. Es stellt sich daher die Frage, ob und unter welchen
Voraussetzungen aus der Beobachtbarkeit des kontinuierlichen Systems die Beobachtbar-
keit des diskretisierten Systems folgt (Erhalt der Beobachtbarkeit bei Diskretisierung). In
diesem Abschnitt wird die Annahme, dass der Ausgang linear ist ausgenutzt. Dadurch
wird der nachfolgende Beweis wesentlich iibersichtlicher.

4.2 Erhaltung der Beobachtbarkeit

Der folgende Satz und sein Beweis sind das zweite zentrale Ergebnis dieser Arbeit.

Satz 2 Wenn das kontinuierliche System aus Abschnitt 2a beobachtbar ist, dann gibt es
stets ein T' > 0, so dass auch das mit der Abtastzeit T € (0,7 diskretisierte System aus
2b beobachtbar ist. 0

Bevor der Satz im Detail bewiesen wird, wird hier zunichst der Grundgedanke des Be-
weises skizziert.

Man betrachtet ein beliebiges ¢ € R, zwei beliebige x, 2" € R™ und ein beliebiges u(.) € .
Die zugehorigen Ausgangstrajektorien lauten

U(t+7,t,z,u0) bzw. V(t+7tx,u0) ,7€eR. (4.3)
Im Zeitraum [t — o,t] (0 gem&fB Definition 6) wird deren Differenz

U(t+7,tz,u0) -Vt +71.t,2,u0) ,7€[-0,0] (4.4)
betrachtet.

Da das kontinuierliche System nach Voraussetzung beobachtbar ist (d. h. Ungleichung
(4.1) ist erfiillt), gibt es mindestens einen Zeitpunkt 7, € [—0,0], fir den gilt (mit <
geméif Definition 6)

| (t + 7ar, t,x,u) — V(t + 7ar, t, x,, u))| > L|:v - $/|. (4.5)
Vo
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Der Ausgang des Systems ist eine lineare Funktion des Zustands. Die in Ungleichung
(4.5) auftretende Differenz W(t + 7o, t, z, u()) — W(t + a7, ¢, 2", u()) wird daher von ei-
nem entsprechenden Unterschied der zugehorigen Werte der Zustandstrajektorien (zum
Zeitpunkt ¢ +7y) erzeugt. Aufgrund der Lipschitzbedingung kann sich dieser Unterschied
nicht beliebig schnell, sondern nur exponentiell (beschréankt) dndern. Daher existiert eine
Konstante 7' > 0, so dass

(Ut 47t 2,u0) = Ut +7,t, 2, ue)| > \x—x! 7€ [ty =T, +T)] (4.6)

gilt.

Nun wird die mit der Abtastzeit T" > 0 abgetastete Ausgangstrajektorie betrachtet. Sie
wird -ausgehend vom Startzeitpunkt ¢ty € R des kontinuierlichen Systems- beschrieben
durch

U(ty +iT,t,z,u0) i€ Z. (4.7)
Fiir Abtastzeiten T € (0,T] liegt mindestens ein Abtastzeitpunkt to + 5T, j € Z im
Intervall [t + 7ps — T, t + 7ar + T] N [t — 0,t]. Fiir diesen Abtastzeitpunkt gilt

(U (to+ 5T, t, x,u0) — U(tg + jT,t, 2, ue))| > (4.8)

rT—x

\/—| .
Die obige Betrachtung fiithrt fiir alle t € R und alle z, 2" € R™ und alle u() € U auf das-
selbe Ergebnis (d. h. man erhélt Ungleichung (4.8), wobei ggf. unterschiedliche 7, und
j Verwendet Werden) Insbesondere erhilt man Ungleichung (4.8) fir ¢ = to+kT, x = xy,
x = :ck und u() = up(), wobei k € Z und up() das bei Diskretisierung verwendete
stiickweise konstante Eingangssignal ist (s. Abschnitt 2). Deswegen ldsst sich aus Unglei-
chung (4.2) und Ungleichung (4.8) die Beobachtbarkeit des mit T € (0, T diskretisierten
Systems folgern.

Beweis von Satz 2

Seit € R, z,2° € R" und u() € U. Das betrachtete kontinuierliche System aus Abschnitt
2a (Gleichung (2.1)) ist nach Voraussetzung beobachtbar, daher gilt mit den Konstanten
¢,0 > 0 geméf Definition 6

sl —2'| < | UEt+7,txu0) — Ut + 1,82, u Wl re[-o0] (4.9)
0 1/2
_ / (Wt 4 7ty ue) — U+ 7ty ue) | dr (4.10)
1/2
< {a II[IaXO][\IJ(t—FT,t,{E,UC))—\I/(t—l—’i',t,l'/,u(-))]? (4.11)
= o rr[lax \U(t+ 7.t z,u0) — Ut + 7,82, u)|. (4.12)
7€[~0,0
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Folglich gibt es mindestens einen Zeitpunkt 75, € [—o,0] (der von ¢, 2, 2" und u(,) abhiingt),
so dass

(U (t 4 Tag, t,z,u0) — Ut + Tag, b2, ue))| > %M — . (4.13)
Des weiteren gilt fiir 7 € [0, 0] und mit der Bezeichnung

AVt 47tz @ u0) = [U(t+71tx,u0)— VU471t x,u0) (4.14)

AD(t+ 7.tz 2 ue) = [t 4 7,t,x,u0) — Ot +7,t, 2, u0)]. (4.15)

dass

[AV(t+ 7,1, 2,7, u0)|
|AW (t+7ar, t, T, z, u@)) + AV (t+7,t, x, T, u()) — AU (t+rpy, t, x, T, u@))| (4.16)

> AU (timag, oz, @, ue)| — [AV (e bz, ue)) — AU (trra, t o, u))|(4.17)
= %]1’ — 2| = |AU (e, bz, x u) — AU (temyg, bz, ul)). (4.18)
o

Der zweite Summand lasst sich umformen in

‘A\II(HT, tox, u()) — AU (t4rp, t, z,ue)

= %A\D(Hs,t,x, :cl,u(-)) ds (4.19)

T™
rd ,

= /EhACI)(Hs, t,x,x ,u()) ds (4.20)
T™M

= /hdi [@(Hs,t,x,u(.)) — <I>(t+5,t,x/,u(-))} ds (4.21)
TM N

= /h[f(q)(t+s,t,x,u(~)),u(t+s)) — f(q)(t+s,t,x/7u(~)),U(H—s))] ds| . (4.22)
TM

Fiir 7 > 7 folgt dann mit der Lipschitzbedingung fiir f, mit der Bezeichnung (4.15) und
mit Lemma 1

‘AW(H—T, tox, u()) — AV (t+rp, t, , T, u(~))‘

T

< L / AD(trs, £, 2,2 u)| ds (4.23)
TM
< KL / P | AD(t £ Tag, £, 3, ()| d (4.24)
TM
= |h(eMTM D AD(E + T, t w2 ul)). (4.25)
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|AD(t 7y, t, 2, 2", u())| lsst sich mit Lemma 1 auf |A®(t, ¢, 2, 2", u())| zuriickfithren, und
man erhélt unter der Beriicksichtigung von 7, < o schliefilich

AUt + 7t 2,2 ue) — AU(E+ 7o, t, 2,2, u)| < [hlelo (™ — 1) |z — 2'|. (4.26)
Fiir 7 < 7y ergibt sich wegen |AW (t+7,..) — AW (t+7u, ) |=| AV (E+Tar, .. ) — AV (E+T, )|
und des Betrages im Exponenten das gleiche Ergebnis.
Aus (4.18) und (4.26) ergibt sich

S

IAU(t+ 7t 2,2, u0)| > N |hle" (e Llr=rul _ 1| |z —z| ,7eR. (4.27)
Die Funktion
A7 = al) = = = et (eH7ml 1) (4:28)
ist stetig, und es gilt 7(0) = % Daher existiert eine positive Zahl T, so dass
v(|7m = Tm|) > —= 2\/_ =T < T. (4.29)
Damit folgt aus (4.27)
Ut + 7.t x,u0) —U(t+7,t 2, u ’ \/_‘m—x 7€ [ty =T, +T). (4.30)

Sei ty € R der Anfangszeitpunkt des kontinuierlichen Systems. Die mit der Abtastzeit
T > 0 abgetastete Ausgangstrajektorie lautet

U(ty+iT,t,x,uc) i€ Z. (4.31)

Fiir T € (0, 7?] liegt mindestens ein Abtastzeitpunkt to+ j7', j € Z, im Intervall [t + 75y —
T.t+ 7y +T) N[t — o,t]. Daher gilt

|W(to + T, t, x,ue) — W(to + 571, t, z )| > x—x| (4.32)

\/—\
Diese Betrachtungen gelten fiir jede beliebige Wahl von t € R, z,2° € R™ und u() € U,
also gilt Gleichung (4.32) (ggf. mit anderem j) auch insbesondere fiir t = tg+kT, k € Z,
xp = Oty + kT, to + kT, 2, up()), 7, = ®(to + kT, to + kT, z,, up()), wobei up() das bei
der Diskretisierung vom Halteglied (mit der Abtastzeit T') erzeugte stiickweise konstante
Eingangssignal ist. Man erhélt also, wie oben, fiir mindestens einen Abtastzeitpunkt ¢y +
4T, der im Intervall [ty + kT + 7oy — T, to + kT + 7y +T) N [to + kT — 0,y + kT liegt

(U (to + T, to + kT, xp, up()) — \Ii(to + §T,to + kT, 2, up())| (4.33)
= ’\DD(]ak Tk, U ) \IJD(]ak xka )| (434)
> mm — . (4.35)
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Wéhlt man nun noch v als die kleinste Natiirliche Zahl, so dass gilt vT" > o, dann ist der
Summand |¥p (4, k, 2, u) — ¥p (4, k, z,u)| in der Summe

0
> Uplk+ g,k xp,n) — Up(k + kb, 2y, 0)] (4.36)

i=—v

enthalten, weil das im Diskreten erfasste Zeitintervall das Intervall [ty + kT — o, to + KT
vollstandig enthélt. Somit gilt Gleichung (4.2), und das mit der Abtastzeit T € (0,7
diskretisierte System ist beobachtbar. 0

4.3 Beobachtbarkeit impliziert ,,Existenz eines Beob-
achters*

Wenn ein System beobachtbar ist, bedeutet das, dass man aus Ein- und Ausgangsmessun-
gen den Zustand des Systems ermitteln kann. Ein System, das als Eingangsgrofien u;, und
yr hat und als Ausgangsgréfle den Schéitzwert des Zustands 2, nennt man Beobachter.

Aus der Beobachtbarkeit des diskretisierten Systems (Ungleichung (4.2)) kann man direkt
die Grundidee eines Beobachters ableiten (vgl. [29]):

Sei

W = {Ukin e, (4.37)
eine Teilfolge einer beliebigen Eingangsfolge u und

v, = AU+ w kg (4.38)

eine Teilfolge einer moglichen Ausgangstrajektorie. Beobachtbarkeit nach Ungleichung
(4.2) besagt, dass es zu jedem Paar von Teilfolgen u,, y, genau ein zy gibt. Das bedeutet,
xy, ldsst sich aus u,,y, eindeutig bestimmen. Auflerdem gilt x1 = fp(xk, ug). Deswegen
gibt es eine Abbildung® @ := H — R™ mit 241 = Q(uy,y, ). Ersetzt man nun k durch
k — 1, so erhalt man x; = Q(u;_;, yk_l); der Zustand xj, des Systems zum diskreten Zeit-
punkt k ldsst sich also aus den v + 1 zuriickliegenden Messungen des Eingangs und des

Ausgangs ermitteln.

Diese Grundidee fiir einen Beobachter wird in [29] ausfiihrlich behandelt. Dort wird auch
gezeigt, dass () unter den hier gemachten Voraussetzungen fiir das diskretisierte System
(s. Abschnitt 2) lipschitzstetig ist und lipschitzstetig auf den gesamten Raum R™ x R"
erweitert werden kann. Letzteres wird benotigt, wenn v > n ist.

*Mit H wird in [29] die Menge der méglichen Teilfolgen uy,,y, bezeichnet.
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Wie eingangs gesagt, verarbeitet ein Beobachter die gemessenen Werte u;, und g, zu
dem Schétzwert Z;. In der oben beschriebenen Beobachtungsabbildung werden die Teil-
folgen Uy, Yy, , bendtigt. Daher muss ein Beobachter, der auf die oben beschriebene
Idee aufbaut, die benotigten Teilfolgen intern in irgendeiner Form bereitstellen. Das geht
beispielsweise, indem man zwei Filter (v + 1)-ter Ordnung, wie folgt, verwendet

01 0 0 0
g = | - e+ || w (4.39)
: R | 0
0 ... 0 1
;:1 g1
01 0 0 0
Urp1 = ' okt | ke (4.40)
: IR | 0
0 ... ... ... 0 1
g ~ \/—/
F> g2

Man sieht, dass 4, — u;,_; undy, —y, | inv+1 Schritten nach Einschalten des Beobach-
ters konvergiert ist. Folglich konvergiert auch der vom Beobachter ermittelte Schéatzwert
2 = Q(tk, Jx) — zx nach v + 1 Schritten. Das diskretisierte System mit Beobachter ist
in Abbildung 4.1 dargestellt.

T T
U u(t) |+ — t
k q (t) | fla,u) y(@) A Yk
= h(z)
[0y = F1ly, + g1 Vi = F2¥, + 92Uk |
3 Uy, Y 3
. Beobachter |

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 4.1: Diskretisiertes System mit Beobachter

Ist das diskretisierte System beobachtbar, existiert ein Beobachter. Ist es zusétzlich noch
steuerbar, existiert eine exponentiell stabilisierende Regelung der Form uy = K () nach
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Abschnitt 3.3. Diese Regelung kann - wenn der Zustand selbst nicht gemessen wird, son-
dern nur der Ausgang des Systems - mithilfe des Beobachters als Ausgangsriickfithrung

Uppr = Fiug + qrug (4.41)
Vi = F2¥, + 920k (4.42)
w = K(Q(,3,)) (4.43)

implementiert werden. Ein solcher Regler entspricht dem von Gleichung (1.15). Die ex-
ponentielle Stabilitédt des geschlossenen Regelkreises mit obigem Regler kann man sich
folgendermaflen plausibel machen: Da der vom Beobachter gelieferte Schétzwert des Zu-
stands nach v + 1 Schritten gegen den tatséchlichen Zustand des Systems konvergiert,
verhélt sich ab diesem Zeitpunkt die Ausgangsriickfithrung wie die exponentiell stabilisie-
rende Zustands-Vektor-Riickfithrung nach Abschnitt 3.3. Wenn der Zustand des Systems
in den ersten v + 1 Schritten nach dem Einschalten der Regelung nicht iiber alle Grenzen
wichst, kann man eine exponentielle Schranke fiir den Zustand des geregelten Systems
herleiten. Fiir einen ausfiihrlichen Stabilitdtsbeweis s. [29].

4.4 Beobachtbarkeitsmafl

4.4.1 Motivation zur Einfiihrung eines Beobachtbarkeitsmafles

Der Satz zur Erhaltung der Beobachtbarkeit (Satz 2) sagt aus, dass Beobachtbarkeit
bei Diskretisierung grundsitzlich fiir alle Abtastzeiten T € (0,T] erhalten bleibt. Der
Beweis des Satzes konzentriert sich primér darauf, die Existenz eines solchen T > 0
nachzuweisen. Er ist in dieser Hinsicht sogar konstruktiv; die entsprechenden Formeln
gestatten die Berechnung eines geeigneten T'. Dieses diirfte aber in der Regel wegen der
zum Teil groben Abschitzungen, die in der Herleitung gemacht wurden, sehr klein (und
kleiner als erforderlich) sein. Es stellt sich daher die Frage nach dem groftmoglichen T,
mit dem Beobachtbarkeit fiir alle mit T € (0, 7] diskretisierten Systeme erhalten bleibt.
Das Intervall (O,T] wire dann der Spielraum, in dem man in der Praxis die Abtastzeit
wéhlen konnte.

4.4.2 Beobachtbarkeitsmafl des Systems

Ein System ist umso schwieriger beobachtbar, je weniger sich ein Unterschied in den
Zustéinden durch einen entsprechenden Unterschied in den zugehorigen Ausgidngen be-
merkbar macht. Das heift, je kleiner die (groftmogliche) Konstante ¢ ist, fir die Defini-
tion 6 (Ungleichung (4.1)) gilt, desto schlechter ist ein System beobachtbar. Die Division
von Ungleichung (4.1) durch |z — 2’| ergibt

¢ < ||W(t + 7.1, 2, U()) - \Il(t + 7,1, xly u('))“TE[—o‘,O}

4.44
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Die groBtmogliche Konstante ist das Minimum (iiber x, 2", u()) des Ausdrucks auf der
rechten Seite. Es kann als Beobachtbarkeitsmafl genommen werden.

Fiir die spéateren Beispiele ist es vorteilhaft, Beobachtbarkeit iiber ein unendliches In-
tervall und mit (dadurch gegebenenfalls erforderlicher) exponentieller Gewichtung analog
zu Definition 6 zu definieren. Lemma 5, Seite 58 besagt, dass die beiden Definitionen fiir
entsprechend grofles o dquivalent sind. Damit wird nun hier das Beobachtbarkeitsmaf,
wie folgt, definiert (vgl. Lemma 3, Seite 57).

Definition 8 Sei U die Menge der stiickweise stetigen Signale, @ > L eine beliebige
Konstante, t € R ein beliebiger Zeitpunkt, x,z € R" beliebige Punkte mit x # = und
u() €U. Der Wert?

. He‘”lll(t + 7, t,x,u) — eV (t + 7, t, z, u()) ||T€(_oo 0
Bc = min - : (4.45)
zvxlvu(') |x - ’

heif$t Beobachtbarkeitsmaf* des kontinuierlichen Systems aus Abschnitt 2a mit Gleichung
(2.1). O

Je grofler Be ist, desto mehr unterscheiden sich zwei Ausgangstrajektorien, die zu ver-
schiedenen Punkten gehoren und desto besser wird das System beobachtbar sein. Ein
Beobachtbarkeitsmafl von Null bedeutet, dass es fiir das System mindestens eine ,, Kon-
stellation“ von z, z’, u() gibt, so dass die Ausgangstrajektorie U(t+7,t,x,u() identisch
mit der Ausgangstrajektorie W(t+7,¢, 2", u()) ist. In diesem Fall besteht keine Moglichkeit,
anhand der Kenntnis des Eingangssignals und der Ausgangstrajektorien eindeutig auf den
Zustand zu schlieBen. Mit anderen Worten: Das System ist nicht beobachtbar.

Beispiel lineares System
Betrachtet wird das lineare kontinuierliche System

= Fz+gu (4.46)
= hx (4.47)
mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R, dem Ausgang y € R, sowie der (n,n)-

Systemmatrix F', der (n,1)-Eingangsmatrix g und der (1,7n)-Ausgangsmatrix h.
Seit € R, z,2" € R, u() € U. Die Ausgangstrajektorien ergeben sich zu

U(t+r1,tz,u0)) = h (eFTx + / e gu(t + s) ds) ,TE€R (4.48)
0

U(t+7,t,2,u0) = h (eFTx/ + / T gu(t + 5) ds) . (4.49)
0

3In Fillen, in denen das Minimum nicht existiert, ist in den Definitionen das Minimum durch das
Infimum zu ersetzen.
4Fiir eine Ubersicht der in der Literatur bekannten Beobachtbarkeitsmafe s. [28]

39



Entsprechend gilt fiir die Differenz zweier Ausgangstrajektorien
Ut +7,tz,u0) —V(t+71.t,2,u0) = hel (z — ). (4.50)

Wé&hlt man nun a > —\,,,;, { F'}, ist sichergestellt, dass die £o-Norm in (Gleichung (4.45))
existiert. Das Beobachtbarkeitsmaf fiir das lineare kontinuierliche System lautet dann
h (F+al)T(p _ . re(—oo
e = I @ = 2l .

2’ () |z — |

0
f T — ZL’ F+aI ‘rh*he(F+ozI) (l’ o ZE/) dT]%

= min — : (4.52)

x,x/ |.I’ — {L‘ll

Mit der Bezeichnung®

0
P = / eE el T peF T g7 (4.53)

—0o0

ergibt sich aus Gleichung (4.52)

Be = min @) Polr—a)l (4.54)
z,z’ |l’ - |
BN L% Uied il (4.55)
R |lr —x
Do PO (4.56)

Bei linearen kontinuierlichen Systemen ldsst sich also das Beobachtbarkeitsmafl aus den
Eigenwerten der Matrix Po ermitteln.

4.4.3 Beobachtbarkeitsmaf} fiir das diskretisierte System

Fiir das diskretisierte System kann entsprechend die grofitmogliche Konstante, fiir die
Definition 7 (Ungleichung (4.2)) gilt, als Beobachtbarkeitsmafl genommen werden. Sie ist
das Minimum (iiber xy, 7, u) des Ausdrucks auf der rechten Seite von

o < WWp(k+ kK, k,xp,u) — VUp(k+ K, k xk, )| ke[ 20

4.57
|21, — xk' ( )

Auch hier ist es fiir die spéteren Beispiele vorteilhaft, Beobachtbarkeit iiber ein unend-
liches Intervall und mit (gegebenenfalls erforderlicher) Gewichtung zu definieren. Analog

°Bei Pc handelt es sich um die Gramsche Matrix, die hiufig in der Literatur als ein Beobachtbarkeits-
ma$ fiir lineare Systeme herangezogen wird (s. z.B [30] und die dort zitierten Arbeiten).
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zu Lemma 5 kann man auch fiir das diskretisierte System folgern, dass die beiden De-
finitionen fiir entsprechend grofles v dquivalent sind. Zusétzlich wird in der Gewichtung
noch die Abtastzeit beriicksichtigt, damit das Beobachtbarkeitsmafl des kontinuierlichen
Systems und das des diskretisierten vergleichbar werden. Es wird nun also das Beobacht-
barkeitsmaf} des diskretisierten Systems wie folgt definiert (vgl. Lemma 4, Seite 57).

Definition 9 Se: y > % eine beliebige Konstante, sei k € 7, xy, x, € R™ mit xp # x,,
und U= {Upre o> o Ukrn € R. Der Wert

BD = Hlin ||ﬁMK\I[D(k + R k’ Lk, y') — \/TMK\I/D(]{: + K, k:v x;m y)”NG(—O0,0}

mk,z;,y ‘xk - x;c‘

K EZL
(4.58)

heifst Beobachtbarkeitsmaf$ des mit der Abtastzeit T diskretisierten Systems nach Abschnitt
2b. O

Beispiel diskretisiertes lineares System
Nach der Diskretisierung des Systems, das mit Gleichungen (4.46) und (4.47) beschrieben
ist, mit der Abtastzeit T' > 0 erhalt man

Tp+1 = Amk—i—buk (459)
. = hay, (4.60)

mit dem Zustand z; € R™, dem Eingang u; € R und dem Ausgang y, € R. Die (n,n)-
Systemmatrix A ergibt sich aus der Systemmatrix F' des kontinuierlichen Systems iiber

A= (4.61)
die (n, 1)-Eingangsmatrix b ergibt sich bei einem Halteglied 0. Ordnung aus der Systemma-
trix F' und der Eingangsmatrix g des kontinuierlichen Systems iiber das Faltungsintegral

T

b= /BF(T_T)g dr. (4.62)

0

Die Ausgangsmatrix h des diskretisierten Systems ist identisch mit der Ausgangsmatrix
h des kontinuierlichen Systems.

Sei k € Z, wy, 7, € R™ und u eine beliebige Steuerfolge. Die Ausgangstrajektorien des
diskretisierten Systems ergeben sich zu

Kk—1
Up(k+ K,k ap,u) = h (A“xk +) A“_("“)bukH) k€T (4.63)
=0
Kk—1
Up(k+ kb, a0) = hA®z + Y A Dby, (4.64)
1=0
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Fiir die Differenz zweier diskreter Ausgangstrajektorien gilt dementsprechend

\I]D(k; + K, k?'xk?l—l) - \I’]D(k + K, k? x;m 1_1) = h’AH(xk - x;c)

(4.65)

Das Beobachtbarkeitsmaf fiir ein lineares diskretisiertes System ergibt sich damit zu®

VT h(pA) (2 — 2) e (-0
min

Bp = ;
0 1
[ 22 (@ — ) (nA)"hh(pA)" (xx — 23 T]2
= min —2 ;

Mit der Bezeichnung”

Pp = (pA)™h"h(nA)"T

K=—00
erhalt man daraus

(21 — a3,)* Pp(a, — )]

Bp = min 7
l‘sz,u |xk - xk|
1
i Poin{Po} ey = o}
$k,.1’;€ |$k - xk|

= Pmin{Pp}]?

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

Fir g = ¢® und T — 0 geht das Beobachtbarkeitsmafl des linearen diskretisierten
Systems in das Beobachtbarkeitsmafl des kontinuierlichen Systems iiber, denn dann gilt

mit Gleichung (4.61)

0
lim Pp = %IL%KZ_:OO(MA)*%%(MA)HT
70
_ %IL% H_z_:oo(eaTeFT)*nh*h(eaTeFT)mT
e
= / Il T pelF e DT
= P

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

Das Beobachtbarkeitsmafl des diskretisierten Systems éndert sich mit der Abtastzeit T

beine geeignete Wahl von p wire g > [min; A\ {A}]] 7!

“Auch bei Pp handelt es sich um die Gramsche Matrix, allerdings jetzt fiir das diskretisierte System.
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4.4.4 Anwendungen

a) Simulationsbeispiel fiir ein lineares System

Es wird nun beispielhaft fiir ein kontinuierliches System zweiter Ordnung das Beobacht-
barkeitsmafl berechnet. Anschlieflend wird das System mit der (noch nicht festgelegten)
Abtastzeit T' > 0 diskretisiert. Fiir verschiedene Abtastzeiten wird dann das Beobacht-
barkeitsmafl des diskretisierten Systems berechnet. So kann der Zusammenhang zwischen
Abtastzeit und Beobachtbarkeitsmafl des diskretisierten Systems betrachtet werden. Im
Verlauf des Beobachtbarkeitsmafles iiber die Abtastzeit sollten die bekannten Zusam-
menhénge fiir den Erhalt der Beobachtbarkeit bei linearen Systemen wieder erkennbar
sein.

Betrachtet wird das homogene kontinuierliche System (Bei linearen Systemen hat der
Eingang keinen Einfluss auf die Beobachtbarkeit, daher wird er als Null angenommen.):

i = {_g (2)]33 (4.76)
y = [1 1]z (4.77)

Fiir dieses System lautet die fiir alle 7 € R definierte Zustandstrajektorie, die durch den
Punkt (¢t,2) € R x R" geht,

Ot +71,t,x) = x (4.78)
[ cos(2T)  sin(27)

—sin(27) cos(27) - (4.79)

Die gewichtete Ausgangstrajektorie lautet entsprechend Gleichung (4.77) und Gleichung
(4.79)

e U(t+ 7,t,x) = e [ cos(2T) — sin(27) , cos(2T) + sin(27) | . (4.80)

Damit erhalt man die Matrix Pgo

Po = /Oem{ cos(ar)-sin(2r) ]em[ cos(2r)-sin(2r) cos(2r)+sin(2r) | dr  (4.81)

cos(2r)+sin(2r)
9 r . 2 2 . 9
_ Q2T [cos(2r)—sin(27)]”  cos*(2r)-sin®(2r) ir (4.82)
| cos?(2r)-sin*(2r)  [cos(2r)+sin(zr)] '
[ o] 1= sinlar)  costan)
_ 2ar| 1 — sin(4T cos(4t
B /6 | cos(47) 1+ sin(47) dr (4.83)
Lkl
— [ 20 )2 +4 ﬁa +% :| ) (484)
402442 200 a2+4
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Das Beobachtbarkeitsmaf fiir das kontinuierliche System ergibt sich dann zu

1, 1 2 3
BC == |:)\mm { |: 2a 232—’_4 14a2+%2 :| }:| (485>

402142 20 a2+4

Das mit der Abtastzeit T diskretisierte System lautet

B cos(2T") sin(27) .
Thtl = l —sin(27") cos(27) ] F (4.86)
e = [1 1] (4.87)

Laut beispielsweise [2] bleibt bei der Diskretisierung von linearen beobachtbaren Syste-
men Beobachtbarkeit erhalten, wenn zwei verschiedene Eigenwerte des kontinuierlichen
Systems auf zwei verschiedene FEigenwerte des diskretisierten Systems abgebildet werden.
Fiir dieses Beispiel bleibt demzufolge Beobachtbarkeit erhalten, wenn mit j := /—1 gilt

I o4 eIt (4.88)
=T # zg i €N, (4.89)

Wihlt man im Gegensatz dazu T' = 7, so ergibt sich die Systemmatrix des diskretisierten
Systems zu

[ Cosé”) cos(()m) } (4.90)

und man sieht sofort, dass das diskretisierte System nicht mehr beobachtbar ist.

Das Beobachtbarkeitsmaf fiir das diskretisierte System ergibt sich geméfl Gleichung (4.68)
und Gleichung (4.71) mit p = e*?zu

0 o | B}
)‘mln{ E e2/@o¢T |: cos(2T")  —sin(27) :| |: 11 :||: cos(2T)  sin(2T) 1 T}
sin(2T)  cos(2T) 1 1 —sin(2T) cos(2T)

K=—00

1/2

Bp = (4.91)

Dieses wird fiir verschiedene T' € (0, 27| néherungsweise berechnet. In Abbildung 4.2 ist
der Verlauf des Beobachtbarkeitsmafles fiir das diskretisierte System iiber der Abtastzeit
aufgetragen. Zum Vergleich ist das Beobachtbarkeitsmafl des kontinuierlichen Systems als
Konstante eingezeichnet. Man erkennt, dass das Beobachtbarkeitsmafl genau fiir die Ab-
tastzeiten gleich Null wird, fiir die das diskretisierte System nicht beobachtbar ist, also fiir
T =in/2,i € N. Auerdem sieht man fiir wachsendes 7" eine Tendenz zu kleineren Werten
von Bp. Fiir kleine Abtastzeiten nahert sich das Beobachtbarkeitsmafl des diskretisierten
Systems an das Beobachtbarkeitsmafl des kontinuierlichen Systems an.
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Abbildung 4.2: Beobachtbarkeitsmafl des kontinuierli-
chen und des mit verschiedenen Abtastzeiten diskreti-
sierten Systems, a = 1

b) allgemeiner Fall

Die Berechnung des Beobachtbarkeitsmafles nach Definition 8 bzw. Definition 9 fiir ein
nichtlineares System ldsst sich in der Regel nicht auf die Berechnung der Eigenwerte
einer konstanten Matrix zuriickfithren. Aber man koénnte in der Praxis im Prinzip auf
numerischem Wege wie folgt vorgehen:

e Wahl einer angemessen groflen Konstante o > 0

e Auswahl einer représentativen Menge Up,,+ mit endlich vielen Elementen aus der
Menge der moglichen Eingangssignale U

e Auswahl einer reprédsentativen Menge X mit endlich vielen Elementen aus dem
Zustandsraum R"

e (numerische) Berechnung der Gréfe
0 1/2
f (GQT(\I/(tJrT,x,uQ)) — qj(t+7,x/,u(-))))2 dr
Be = min =2 (4.92)

x,a:,,u(~) |fL’ - {L‘/|

fiir alle z,2 € X,u() € Upart

e Wahl der Abtastzeit T

e Bestimmung der grofiten natiirlichen Zahl v, so dass gilt vT < o
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e Auswahl einer reprisentativen Menge Up pur¢ von Eingangsfolgen u := {up;})

i=—v"

e numerische Berechnung der Grofle

) 1/2
Z <€amT(\I]D<k+n,k,a:k,Ll> - \I/D(k—‘rm,k:,x;,u)))?T
Bp(T) = min (493

(xvxlvu(')) |x - ‘T",|

fiir alle oy, :c;C € X, u € Uppart

Wegen der Zeitinvarianz der betrachteten Systeme kann man davon ausgehen, dass gilt
t =ty + kT, x = xp, auerdem kann man auch die Berechnungen fiir eine beliebige
Wahl von k bzw. ¢t durchfithren. Lemma 5 besagt, dass die L£o- Norm der gewichteten
Signale iiber ein unendliches Intervall dquivalent zur £, der ungewichteten Signale iiber
ein endliches Intervall ist. Daher kann man sich fiir die numerische Berechnung auf ein
endliches Intervall beschrédnken. Je mehr Punkte aus dem Zustandsraum und je mehr
Eingangssignale bzw. Eingangsfolgen beriicksichtigt werden, desto aussagekréftiger wer-
den B¢ bzw. Bp.

Eine solche Vorgehensweise ist aber nur theoretisch, weil der Rechenaufwand mit der An-
zahl der betrachteten Moglichkeiten, und diese exponentiell mit der Quantisierungsdichte
wachsen.
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Kapitel 5

Ansatze in der Literatur

5.1 Steuerbarkeit

5.1.1 Definition von Steuerbarkeit

Wihrend fiir lineare Systeme Steuerbarkeit umfassend geklért ist, gibt es fiir nichtlineare
Systeme verschiedene Ansétze diese Systemeigenschaft zu definieren.

Ein Ansatz orientiert sich an der Definition fiir Steuerbarkeit linearer Systeme. Grob
gesagt heifit ein System demnach steuerbar, wenn es moglich ist, von jedem beliebigen
Punkt im Zustandsraum in jeden beliebigen Punkt des Zustandsraums zu gelangen, indem
man eine geeignete Steuerfunktion verwendet. Der einzige Unterschied zur Definition von
Steuerbarkeit fiir lineare Systeme ist, dass dies nicht in beliebig kurzer Zeit, sondern in
endlicher Zeit geschehen soll. [31] bietet eine ausfiihrliche Ubersicht iiber diesen Ansatz.
Dort werden die verschiedenen Begriffe wie globale und lokale Steuerbarkeit, globale und
lokale Erreichbarkeit erldutert und - fiir analytische Systeme - Sétze zur Steuerbarkeit
und Erreichbarkeit angegeben. Es wird, analog zum Linearen, eine Steuerbarkeitsmatrix
hergeleitet, deren Rang Auskunft iiber die Steuerbarkeitseigenschaft des Systems gibt.
Diese Matrix besteht aus so genannten Lie-Klammern, fiir deren Bildung die rechte Seite
des betrachteten Systems hinreichend oft differenzierbar sein muss.

In dieser Arbeit wird die Klasse der global lipschitzstetigen Systeme betrachtet. Das
bedeutet, dass die rechte Seite nicht unbedingt differenzierbar sein muss. Zur Analyse der
Steuerbarkeitseigenschaft lipschitzstetiger Systems erscheint daher die oben beschriebene
Vorgehensweise nicht geeignet. Es wird alternativ Steuerbarkeit als das betrachtet, was
man benotigt um eine konkrete regelungstechnische Aufgabe zu 16sen (siehe Kapitel 2).
In dieser Arbeit ist die Aufgabe die (digitale) Regelung eines nichtlinearen lipschitzsteti-
gen Systems an einer beliebigen Ruhelage. Die verwendete Definition von Steuerbarkeit
des diskretisierten Systems ist ein Sonderfall der Definition von Steuerbarkeit, die in [25]
verwendet wird. Steuerbarkeit fiir das kontinuierliche System wird dazu analog festgelegt.
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5.1.2 Erhalt von Steuerbarkeit bei Diskretisierung

Der Erhalt der Steuerbarkeit bei Diskretisierung wird in der Literatur in den beiden Ar-
beiten [32] und [33] behandelt. Da in diesen Arbeiten Steuerbarkeit wie in [31] definiert
wird, werden die Ergebnisse nur fiir glatte, analytische Systeme bzw. solche mit endlichen
Lie-Algebren angegeben. Aus diesem Grund sind die Ergebnisse fiir die Betrachtung des
Verhaltens lipschitzstetiger Systeme bei Diskretisierung nur bedingt relevant. Auflerdem
werden in diesen Verdffentlichungen spezielle differentialgeometrische Betrachtungen an-
gestellt, die fiir Ingenieure im Allgemeinen schwer verstéandlich sind.

Aufgrund der praktischen Bedeutung der digitalen Regelung und der Grofle der Klas-
se der lipschitzstetigen Systeme, gibt es allerdings eine Fiille von Arbeiten, die sich mit
der digitalen Regelung dieser Klasse von Systemen befassen. Sie stellen, im Gegensatz
zu der hier vorliegenden Arbeit, keine grundsétzlichen Betrachtungen tiber mégliche De-
finitionen von Steuerbarkeit und deren Erhalt bei Diskretisierung an, sondern befassen
sich mit der Frage, ob ein diskreter Regler ein gegebenes System stabilisieren kann. Da-
bei werden verschiedene Ansitze des Reglerentwurfs untersucht. [3] gibt eine Ubersicht
tiber einige Resultate. [9], [4] und [5] beschéftigen sich beispielsweise mit der quasikonti-
nuierlichen Regelung. Die Arbeiten [16], [17] und [18] priifen, ob ein Regler, der fiir ein
approximatives Modell des diskretisierten System entworfen wurde auch das diskretisierte
Systems stabilisiert, bzw. wie man den Regler am besten entwirft oder ,,redesigned®, da-
mit das diskretisierte System stabilisiert wird. In [19] wird schlielich der Zusammenhang
zwischen Stabilitéit des diskreten Systems und Stabilitdt des Abtastsystems hergestellt.

Die Arbeit [6] beschiftigt sich mit der Regelbarkeit kontinuierlicher Systeme durch Zu-
standsvektor-Riickfithrung. Hier wird anfangs erldutert, dass lokal lipschitzstetige konti-
nuierliche nichtlineare Systeme, die nach einer Definition dhnlich wie in [25] steuerbar
sind, nicht unbedingt durch eine stetige Zustandsvektorriickfithrung stabilisiert werden
konnen. Es wird hier nachgewiesen, dass aus der asymptotischen Steuerbarkeit des be-
trachteten Systems die Existenz einer sog. ,,s-stabilisierenden* Zustandsvektorriickfithrung
folgt und umgekehrt. Das ,,s“ in ,s-stabilisierbar steht fiir sampling. Es wird angenom-
men, dass zwischen zwei Abtastzeitpunkten das Eingangssignal konstant ist. Die Intention
der Verdffentlichung ist, zu zeigen, dass eine (nicht stetige) stabilisierende Riickfithrung
existiert. Dazu werden die Abtastzeitpunkte so gelegt, dass zu gewissen, benotigten Zeit-
punkten ein Sprung in der Steuerfunktion mdoglich ist. Dies unterscheidet die Arbeit [6]
grundlegend von der hier vorliegenden Arbeit. In der hier vorliegenden Arbeit wird die
Abtastregelung betrachtet bei der man typischerweise von einer festen Abtastrate bzw.
einem vorher festgelegten Abtastraster ausgeht. In [7] werden die Ergebnisse aus [6] er-
weitert.
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5.2 Beobachtbarkeit

5.2.1 Definition von Beobachtbarkeit

In dieser Arbeit wird Beobachtbarkeit des kontinuierlichen Systems definiert wie in [24].
Beobachtbarkeit bedeutet, dass man Unterschiede im Systemzustand in den Ausgangssig-
nalen sieht. Diese Betrachtung der Systemeigenschaft Beobachtbarkeit wird notig, wenn
man lipschitzstetige Systeme untersuchen mdochte. Fiir eine Einordnung dieser Definition
von Beobachtbarkeit in die Literatur siehe [34]. Fiir den diskreten Fall wird Beobachtbar-
keit analog definiert. Diese Definition stimmt mit der in [29] verwendeten Definition von
Beobachtbarkeit des diskreten Systems iiberein.

5.2.2 FErhalt von Beobachtbarkeit bei Diskretisierung

In der Fachliteratur beschéftigen sich die Arbeiten [35],[20] und [21] mit dem Erhalt
von Beobachtbarkeit bei Diskretisierung. In diesen Veroffentlichungen werden glatte Sy-
steme betrachtet. [35] arbeitet mit einer Definiton von lokaler Beobachtbarkeit fiir das
kontinuierliche und diskrete System. Zur Analyse werden sogenannte Lie-Algebren ver-
wendet, wodurch sich [35] grundlegend von der hier vorliegenden Arbeit unterscheidet.
Das Hauptresultat aus [20] besagt: Wenn ein glattes System beobachtbar fiir jedes Ein-
gangssingal ist und gleichméfig infinitesimal beobachtbar ist, dann ist das diskretisierte
System beobachtbar fiir alle Abtastzeiten, die unter einer oberen Schranke liegen und
fiir alle stiickweise konstanten Eingangssignale die aus kontinuierlichen Eingangssignalen,
deren Ableitung beschriankt ist, durch Abtasten und Halten konstruiert werden. In dieser
Arbeit heisst ein System beobachtbar, wenn sich die Ausgangssignale zu mindestens ei-
nem Zeitpunkt auf einem betrachteten Intervall unterscheiden. Der Unterschied wird nicht
bezogen auf den Unterschied in den zu beobachtenden Zusténden. Infinitesimale Beob-
achtbarkeit wird definiert iiber die Injektivitéit einer linaren Abbildung zwischen einem
Vektorraum ,, 7, M “ und ,, L(RP)“. In [21] wird gezeigt, dass Beobachtbarkeit bei Diskreti-
sierung fast iiberall erhalten bleibt, wenn man statt der infinitesimalen Beobachtbarkeit
voraussetzt, dass das betrachtete kontinuierliche System analytisch ist. Da sich die vor-
liegende Arbeit aber mit lipschitzstetigen Systemen beschéftigt und die hier verwendete
Definition von Beobachtbarkeit grundlegend anders ist, werden die Arbeiten hier nicht
ausfithrlicher besprochen.
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Kapitel 6

Abschlielende Bemerkungen

Ein Regler, der auf einem Digitalrechner implementiert wird, ist ein (zeit)diskreter Regler.
Setzt man einen solchen zeitdiskreten Regler zur Regelung eines kontinuierlichen Systems
ein, erhdlt man einen so genannten Abtastregelkreis. In diesem Abtastregelkreis (s. Ab-
bildung 1.2) befindet sich zwischen dem Reglerausgang und dem Streckeneingang ein
Halteglied, zwischen Streckenausgang und Reglereingang ein Abtaster. Zur Analyse des
Regelkreises und zum Reglerentwurf ist es sinnvoll, auch das kontinuierliche System in
seiner zeitdiskreten Form darzustellen. Das geschieht dadurch, dass man Halteglied, konti-
nuierliches System und Abtaster zu einem Gesamtsystem zusammenfasst. Dieses (diskre-
te) Gesamtsystem heifit dann diskretisiertes System. Es ist im Allgemeinen abhéngig von
der bei der Diskretisierung verwendeten Abtastzeit. Man kann zeigen, dass ein diskreter
Regler das diskretisierte System stabilisieren ! kann, wenn es steuerbar und beobachtbar
ist? (s. hierzu Kapitel 3.3, Kapitel 4.3 sowie die dort zitierten Arbeiten).

Es ist nun von Interesse, gesicherte Aussagen dariiber zu machen, ob ein kontinuierliches
System in einem Abtastregelkreis stabilisiert werden kann. Nach obigen Uberlegungen ist
dies der Fall, wenn aus der Steuerbarkeit und der Beobachtbarkeit des kontinuierlichen
Systems die Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit des diskretisierten Systems folgt.

Motiviert von den vorangegangenen Betrachtungen beschéftigte sich diese Arbeit mit der
Frage, ob und unter welchen Voraussetzungen sich Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit des
kontinuierlichen Systems auf das diskretisierte System iibertragen. Die Untersuchungen
wurden fiir Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit getrennt von einander durchgefiihrt.

Bei den Untersuchungen zur Steuerbarkeit zeigte sich: Steuerbarkeit des kontinuierlichen
Systems bleibt fiir das diskretisierte System erhalten, wenn die Abtastzeit unter einer

!Unter ,stabilisieren® ist hier zunsichst Stabilisierung an der Ruhelage Null zu verstehen. Fiir die
Stabilisierung an einer beliebigen Ruhelage ist es vorteilhaft, das System fiir die Abweichung von der
Ruhelage zu bilden und dieses dann zu stabilisieren (s. Kapitel 1).

2Der Zustand des kontinuierlichen Systems, das im diskretisierten System weiterexistiert, ist zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Abtastzeitpunkten nach Lemma 1 entsprechend dem Zustand zum ersten Ab-
tastzeitpunkt und dem Eingangssignal beschrankt.
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oberen Schranke liegt. Diese obere Schranke bezieht sich nur auf die Abtastzeit, die bei
der Diskretisierung eingangsseitig verwendet wird, also auf die Abtastzeit, mit der das
Halteglied arbeitet. Wie schnell oder langsam ausgangsseitig abgetastet wird, spielt bei
den Betrachtungen zur Steuerbarkeit keine Rolle.

In dieser Arbeit wurde, der Ubersichtlichkeit halber, durchgéingig angenommen, dass bei
der Diskretisierung ein Halteglied 0. Ordnung verwendet wird. Im Beweis zur Erhaltung
der Steuerbarkeit wird verwendet, dass der Unterschied zwischen einem kontinuierlichen
(stabilisierenden) Eingangssignal und einem stiickweise konstanten Eingangssignal pro-
portional zur Abtastzeit beschrénkt ist. Es besteht Anlass zu der Vermutung, dass sich
der Beweis zur Erhaltung der Steuerbarkeit auch auf Halteglieder hoherer Ordnung er-
weitern l&sst.

Bei den Untersuchungen zur Beobachtbarkeit zeigte sich: Beobachtbarkeit des kontinu-
ierlichen Systems bleibt fiir das diskretisierte System erhalten, wenn die Abtastzeit unter
einer oberen Schranke liegt. Diese obere Schranke bezieht sich nur auf die Abtastzeit,
mit der das kontinuierliche System ausgangsseitig diskretisiert wird, also der (zeitliche)
Abstand, in dem die Messungen der Ausgangstrajektorie des diskretisierten Systems vor-
liegen. Es spielt dabei keine Rolle, welches Eingangssignal auf das System wirkt. Dieser
Feststellung sollte man besondere Beachtung schenken. Sie bietet ndmlich einen méglichen
Ansatz, die Existenz eines stabilisierenden Reglers in einem sog. ,, Multi-Rate-Sampling“-
Regelkreis zu folgern.

Ein ,Multi-Rate-Sampling“-Regelkreis ist ein Abtastregelkreis, in dem das Halteglied
mit einer anderen Abtastzeit arbeitet, als der Abtaster. Ist das System mit der Ab-
tastzeit am Systemausgang beobachtbar, und ldsst sich das Eingangssignal (auf einem
interessierenden Intervall) mit einer endlichen Anzahl von Elementen der Steuerfolge dar-
stellen, so impliziert dies die Existenz eines Beobachters mit endlicher Einschwingzeit
(s. [29]). Das bedeutet, nach einer endlichen Zeit liefert der Beobachter den Zustand
des kontinuierlichen Systems zu Vielfachen der am Systemausgang vorliegenden Abtast-
zeit. Von diesem Zustand ausgehend kénnte man theoretisch -die Kenntnis des Eingangs-
signals vorausgesetzt- auch den Zustand des kontinuierlichen Systems zu jedem belie-
bigen Zeitpunkt bestimmen. Ist das System mit der Abtastzeit am Eingang steuerbar,
gibt es dafiir eine stabilisierende Zustands-Vektor-Riickfithrung. Setzt man nun in die-
se Zustands-Vektor-Riickfithrung den mithilfe des Beobachters bestimmten Zustand ein,
erhélt man eine Beobachter-Zustands-Vektor-Riickfithrung, die sich nach endlicher Zeit
wie die Zustands-Vektor-Riickfithrung verhélt (da der Beobachter ja ein Beobachter mit
endlicher Einschwingzeit ist). Fiir den Nachweis der Existenz eines stabilisierenden Reg-
lers im ,, Multi-Rate-Sampling‘-Regelkreis muss man noch sicherstellen, dass der Zustand
wihrend des Einschwingvorgangs des Beobachters relativ zu den Anfangsauslenkungen
beschrankt ist.

Zentrales Ergebnis dieser Arbeit ist, dass Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit des kon-
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tinuierlichen Systems fiir das diskretisierte System erhalten bleiben, wenn die Abtastzeit
unter einer oberen Schranke liegt. Die jeweiligen Beweise hierzu sind konstruktiv. Das
heiflt, anhand der entsprechenden Formeln konnen die jeweiligen oberen Schranken be-
rechnet werden. Allerdings werden diese Schranken in der Regel sehr klein (und kleiner als
erforderlich) sein. Das liegt daran, dass in den Beweisen zum Teil grobe Abschétzungen
gemacht wurden.

Daher wurden ergénzend zu den Beweisen noch Mafle fiir Steuerbarkeit und Beobacht-
barkeit definiert. Diese Mafle sollen ein , Gefiihl“ dafiir vermitteln, wie gut oder wie
schlecht ein System steuerbar bzw. beobachtbar ist. Die Motivation zur Einfiihrung die-
ser Giitemafle war, zusétzlich zu den berechneten Schranken noch Kriterien zu liefern, die
es (theoretisch) erméglichen, auch die Eignung von Abtastzeiten zu iiberpriifen, die iiber
den berechneten oberen Schranken liegen. Diese konnten ein Hilfsmittel fiir die Anwen-
dung darstellen.

In der Anwendung sollte man vorrangig nicht daran interessiert sein, die Abtastzeit ,so
klein wie moglich“ zu machen. Es konnen bei der Realisierung einer Regelung technische
Beschrankungen auftreten, die eine beliebig kleine Abtastzeit nicht zulassen. So rech-
net beispielsweise ein Digitalrechner mit einem intern vorgegebenen Takt. Die Abtastzeit
in einem Abtastregelkreis muss grofler als dieser Takt sein. Eine weitere technische Be-
schrankung konnte beispielsweise durch die maximale Ubertragungsrate ins Spiel kommen,
wenn die Verbindung des Reglers zur Strecke iiber einen Feldbus realisiert werden soll.

Eine grundsitzliche Uberlegung zur Wahl der Abtastzeit hingt mit der zeitlichen Anderung
der Signale zusammen. Es ist eine erneute Messung des Ausgangssignals bzw. ein neues
Element der Eingangsfolge erst dann sinnvoll, wenn sich der Zustand (im Hinblick auf
Steuerung) bzw. der Ausgang (im Hinblick auf Beobachtung) erkennbar geéndert hat.
Erkennbar bedeutet dabei ,,deutlich oberhalb der (endlichen) Quantisierung*, die bei der
Realisierung zusétzlich stattfindet. Andernfalls kann die Funktion der Regelung -auch de-
ren Stabilitét- u. U. nicht gewéhrleistet werden (s. [36]).

Die Wahl einer hoheren Abtastzeit kann aber auch Vorteile bei der Berechnung eines
Reglers bieten: Ein kontinuierliches System konnte schnelle stabile Dynamiken haben.
Bei linearen Systemen assoziiert man mit diesem Begriff Einschwingvorgiange, die durch
einen Figenwert verursacht werden, der im Vergleich zu den iibrigen Eigenwerten des Sy-
stems weit links liegt. Diskretisiert man ein solches System mit einer entsprechend groflen
Abtastzeit, konnen die stabilen Dynamiken schon nach wenigen Abtastschritten als ein-
geschwungen betrachtet werden. Deswegen bietet es sich an, fiir das System einen Regler
anhand eines diskretisierten und um die schnellen Dynamiken reduzierten Systems zu
entwerfen. Der Rechenaufwand fiir Entwurfsverfahren wie beispielsweise [25] wird dann
erheblich reduziert.
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Anhang A

Lemmata

Das folgende Lemma ist eine Erweiterung des bekannten Gronwall-Lemmas (s. [23]). Da
die Erweiterung des Gronwall-Lemmas héufig in der Arbeit benutzt wird, wird es hier in
der benotigten Form nochmals hergeleitet. Dabei werden die aus der Literatur bekann-
ten ,Rechentricks®* verwendet. An manchen Stellen in der Arbeit wiirde die Anwendung
des einfachen Gronwall-Lemmas ausreichen; aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird aber
immer auf das Lemma 1 verwiesen. Setzt man dort © = u' = 0 erhélt man das Gronwall-
Lemma.

Lemma 1
Betrachtet wird ein kontinuierliches System nach Abschnitt 2 mit Gleichung (2.1). Sei U

die Menge der Eingangssignale und u(),u () € U zwei beliebige Eingangssignale. Seien
auflerdem

!’

Au() = ul)—u() (A.1)
Az = x9—1xy=x(tg) —x (to) ,x0, 25 € R" (A.2)
ACI)(-,to,xo,l{),u(-),u/(-)) = ®('7t07'r07u(')) - (b('7t07$£)au,(')) (AB)

Die rechte Seite des Systems habe die Lipschitzeigenschaft

\flz,u) — f(o'u)| < Lz — 2|+ Ju—1u]), =z €R"uu €R. (A4)
Dann gilt fiir den Unterschied zweier Trajektorien

|AD(t, to, xo, xg, u(), ul(-))| (A.5)

t
elt=)| Axo| + [T LIAu(T)| dr t > tg
< tot ' (A.6)
eL(tO*t)|AIO| _ feL(*t+T)L’Au(T)| dr t <t
to
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Beweis 1

Die Ungleichung (A.6) wird fiir t >ty und t < t, getrennt hergeleitet. Fiir t > t, werden

folgende die Bezeichnungen

t = to+s ,5s>0 (A.7)
£(s) == @(to+ s,t0, 7o, u() (A.8)
€(s) = D(to+s,to, 2,1 () (A.9)
A¢ = £-¢ (A10)
w(s) = wu(to+s) (A.11)
i(s) == u(tg+s) (A.12)
At = -1 (A.13)
verwendet. Damit ergibt sich
L) pesat). &0 = (A14)
)~ fe ), €0 =4 (A15)
B ple(s).ats)) — 1€, () AEO) = £0)-€ (0 (A.16)
L < 1+ 180, (A7)
Es gilt
Ag(s) = lago)+ [ ) as) (A18)
2gto) < 1ag0)+] [T a) (A19)
< Jago)l+ [ e, (A.20)
Mit der Definition
(o) =1ago)+ [T as (A21)
erhélt man
al) _jaBel), (A22)
< L(Ag+|Ad) (A23)
< L+ |AT) .G = |AL() (A24)
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Aus dieser letzten Differentialungleichung wird im Folgenden eine obere Schranke fiir | A¢|

hergeleitet.

g

— L < L|Au
R N

— — LC) e L5 s’ < / e_LSIL|Aﬁ(s/)| ds’
0

C(s)e™™ —((0)e ™™ < /S e_LSIL|A11(s,)| ds

0

C(s)e ™™ < ¢(0)e ™ + /S e’Ls/L\Aﬂ(sl)] dr
0

C(s) < ¢(0)el0 4 /S eL(S_SI)L|Aﬁ(5,)| ds’

0

Mit Gleichung (A.20) und Gleichung (A.29) erhélt man insgesamt

AE(6)] < C(s) < O+ [ Drians)] s
0

(A.25)

(A.26)
(A.27)
(A.28)

(A.29)

(A.30)

Unter Verwendung der Gleichungen (A.7)-(A.13), sowie mit s = 7 —t, und ¢(0) = | A

erhédlt man
|AD(t, to, To, ou(), u ()] < |Azglertt) 4 /t LT L Au(T)| dr, (A.31)
Fiir t < ty werden die Bezeichnungen
t = to—s ,5<0 (A.32)
£(s) = ®(to — s,t0, 20, u()) (A.33)
£(s) = B(to— s,to, Ty, 1 () (A.34)
AE = ¢ (A.35)
u(s) = wu(to—s) (A.36)
i(s) == u(tg—s) (A.37)
Al = -1 (A.38)
verwendet. Damit ergibt sich
d
) e a0 = (A.30)
d¢’ oy : /
LU _ i) f0=4 (A.40)
dA / / :
di(s) = e a(s) + FE ()T (5) AL = E0-E 0 (A1)
dA
‘ j;s) L(AE] + | Adi]). (A.42)
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Aufgrund der Betragsbildung ergibt sich riickwérts in der Zeit die gleiche Abschitzung
wie vorwérts (vgl. Gleichung (A.17) und Gleichung (A.42)). Daher erhélt man auch hier

|AE(s)] < C(s) < C(0)eH=0) + / MO L Ad(s)| ds (A.43)

0

Unter Verwendung der Gleichungen (A.32)-(A.38), sowie mit s = —1 + to und ((0) =
|Ax| erhédlt man

t
AD(t, tg, T, To, u), u ()] < |Az(te)| 4+t — [ LI LAl dr, ¢ < ty. (A.44
0

to
O

Lemma 2

Betrachtet wird das mit der Abtastzeit T diskretisiertes System nach Abschnitt 2b mit
Gleichung (2.21). Die rechte Seite dieses Systems geniigt einer Lipschitzbedingung, das
heifit, es existiert eine Konstante Lp > 0, so dass fiir alle xy, x; € R™ und alle uy, u;g eR
gilt

ok, ) = flai wi)] < Lp [Jon — 2] + g = ;] (A.45)

Beweis 2
Fiir die linke Seite von Ungleichung (A.45) gilt mit Gleichung (2.20)

[ f (@ u) = flap, )| =
D (tg + kT + T, to + kT, mp, ) — Ot + kT + Tt + kT, 2, )| (A.46)
Die Trajektorien ®(to+ kT + T, to + kT, xy, ug) und ®(tg + kT + T, to + kT, x,,u, ) werden
von dem kontinuierlichen System aus Abschnitt 2, Gleichung (2.1) erzeugt. Da die rechte

Seite dieses kontinuierlichen Systems lipschitzstetig ist (s. Ungleichung (2.2)), gilt mit
Lemma 1

D (tg + kT + T, to + kT, mp, up,) — (to + kT + T, tg + kT, ;1|

T

< eMay — x| +/ e Ly, — wy |dr (A.47)
0

= eLT]xk — 95;:’ + [eLT — 1|ug — u;€| (A.48)

< e [y — 2l + g — | (A.49)

Mit der Definition
Lp = el (A.50)

erhélt man fiir das diskretisierte System die Lipschitzbedingung

ok, ) = folaiw)] < Lp [Jon — 2l + lug = ;] (A.51)
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Lemma 3
Betrachtet wird ein System nach Abschnitt 2, Gleichung (2.1). Sei « eine Konstante gréfer
als L (die Lipschitzkonstante des Systems). Dann ist der Ausdruck

e [W(t + 7, t, z,ue) — V(t+ 7,t, T, u( | re(=o00] (A.52)
fiir allet € R, z,2" € R und u() € U endlich, das heiit er ist definiert.

Beweis 3
Fiir 7 < 0 gilt wegen Lemma 1 und mit :=a — L >0

T [W(t + 7, b, 2, ue) — W+ 7,2, u)]|

(A.53)
|e“Th[®(t + 7, t, 2, u()) — <I>(t+7',t,x',u(-))]| ( )
eTIh||D(t + 7, b, x,u) — P(t+ 7,8, 2, ue)| (A.55)

(A.56)
(A.57)

e |h|e LTz — 2|

e’ |hlx — |

IA A CIA

Fiir die Lo- Norm ergibt sich deswegen:

e [Tt + 7, t, 2, u0) — U+ 7.t 2, ue)]|] (A.58)
1
3
= {/ U(t+ 7.t x,u0) —V(t+ 7,82, u )}|d7'} (A.59)
%
< { / e - o' "ar | (A.60)
1 r12 2
< {%Uhux -7} (A61)
— e (A.62)
V20
Lemma 4
Betrachtet wird das diskretisierte System nach Abschnitt 2b, Gleichung (2.21). Sei
eine positive Konstante so dass gilt u > +— (L p: Lipschitzkonstante des diskretisierten
Systems). Der Ausdruck
1@ (K + 5, &,y 1) = Up(k + i,k 2, 0)]|le (- (A.63)

ist fiir alle k € Z, xy, x, € R und alle Eingangsfolgen u := {u1.}> __, up. € R endlich,
das heif3t, er ist definiert.

Beweis 4
Im Folgenden werden die Abkiirzung

AVp(k+ K, k, g, :v;c, u) = Vp(k+rk k,ap,u) —VYp(k+k, k, x;c, u) (A.64)
AOp(k+ kK, zp, 2, 1) = Op(k + k, k,xp, u) — Pp(k + K, k, 2, 1) (A.65)
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verwendet. Fiir den Zustand des diskretisierten Systems gilt nach Abschnitt 2
Th—1 = @(to + kT — T, to + k‘T, T, UD()) (A66)

Dementsprechend erhélt man fiir den Unterschied mit Lemma 1

k1 — x| (A.67)
= | D(to+kT—T, to+kT, xi, up()) — ®(to+kT =T, to+kT, ), up©)|
< Mz, — . (A.68)

Somit kann man den Unterschied zweier Zustandstrajektorien des diskretisierten Systems
bei gleichem FEingangssignal abschétzen mit

Op(k + k, k2, 1) — Pp(k+ K, k,z), 0)| < Llo, — x| k€ Z (A.69)
Dabei ist Lp die Lipschitzkonstante des diskretisierten Systems (vgl. Lemma 2).

Fiir die ¢5-Norm ergibt sich damit

HNKA\IID(]f + K, K, g, x;w Q)HRE(—OQO] (A7O>
o 1
= Z MKA\DD(]{“—/Q,]C,QT]C,Z';,Q)} ]
S :
0 _ ) 5] 2
— WhADp(k + K, k, xp, g)] ] (A.71)
| k=—00 )
0o , ,]2
< mhym%(km,k,xk,xk,g)@ ] (A.72)

2

(A.73)

i 0
< lhllze =zl Y WEL)

KR=—00

Da p so gewéhlt wurde, dass pLp > 1 ist, hat die Summe einen endlichen Wert.

Lemma 5
Fiir das kontinuierliche Systems nach Abschnitt 2a mit Gleichung (2.1) und hinreichend
grofe Konstanten o, 0 > 0 sind folgende Aussagen dquivalent:

A) Es gibt eine Konstante c, > 0, so dass fiir alle z,2" € R" und u() € U gilt
”\:[J(t + 7, t) z, U()) - \I](t + 7, t: $l7 u('))”TE[—o‘,D] Z Ce|l‘ - xl|'

B) Es gibt eine Konstante ¢, > 0, so dass fiir alle x, ¢ € R und u) €U
gilt || e W (t + 7, ¢, x,u()) — e U(t + 7,8, 3, u0) || re(—con) > Culr — 2.
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Beweis 5
Im Folgenden werden die Abkiirzungen

AV(t+ 7.tz 0, u0) = U471tz u0)— \IJ(t+T,t,a:/,u(~))
AD(t+ T, t, x, T, u) = P+t x,ue) — Pt + 7, T u())
verwendet.

i) Aus A) folgt:

" AW (t + 7,8, x, 2, u(- Dlrel=o0) = Cegle — |
Begriindung:
2" AV (t 4 7,t, @, @, u Wl re[-o0]
0 3
, 2
— / (emA\I’(t + 7, tx,w ,u(-))) dr

0 3
) 2
e / (A‘If(t +7,t,z,x ,u(~))) dr

N—O

v

e ||AY(t + T, t, z, z )| rej=o,0]

e, |z — 2|
——

AVARLY,

Ce,g

ii) Aus A) folgt B):
Begriindung:

le“" AW (t + T, t, z, z (- )||Te (—o00,0]

= || TAY(t + T, t 2,7, Ul DZeq OOU]—i—HeO‘TA\II(t—i-Ttx ' um)|e

>O
> &l

= Az -2,

(A.76)

(A.77)

(A.78)

(A.82)
o (A.83)

(A.84)
(A.85)

wenn (e AU (t + 7,t, 2,2 ,u())||re(-000 endlich ist. Dies ist laut Lemma 3 der Fall fiir

a> L.
iii) Aus B) folgt A):
Begriindung:

" AV (t + 7,t, x, 2, u(- )

HTG (—00,0]

= e AT(t+T,t 2, 1, ue)| e o) T TAV (1,8, 2, zue)|?e
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Also ist:

e AV (t + 7, t, 2, u(-))||[2_a’0} (A.88)
= (e TAV(t + 7t 2,7 w6) [Feg — NTAV(E 4 Tt @ u0) [P g (A89)

Man erhilt analog zu Lemma 3:

T AV (t 4 7,t, x, 2, u()) |lre(=o0,—0] (A.90)
o , 2
= / (eaTA\Il(t N u(~))> dr (A.91)
—o 2
< ¥/ (eBT|x — x/|) dr (A.92)
6_250 ’
< % |z — x| (A.93)
Dabei ist f = a — L > 0. Insgesamt ergibt sich dann
e TAV(E+ 7.t 2,2 u0) |2 g (A.94)
’ 67250 2 ’
> ci|x—1:|2—(26> |z — 2 |? (A.95)
672ﬁa 2 ’
> ci—( 2 > |z — |? (A.96)

Die Konstante c. ist grofer Null fiir hinreichend grofes o.

iiii) Aus ii) und iii) folgt, dass die beiden Aussagen A und B #quivalent sind.
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Anhang B

Verzeichnis verwendeter Symbole

Op(-, k,zp,u) -

\IID('a k,l'k,l_l) :

L
C%t()voo]

|| : ||T€[T1,7'2]
’H "HKE[KLW}
A(M)
/\max(M)

V*

Abkiirzung fiir ‘Zl—f

Element aus R

Element aus Z

Abtastzeit

Obere Schranke fiir die Abtastzeit

Ausgangssignal

Element der Ausgangsfolge

Ausgangsfolge, y = {yp}72 _

Eingangssignal, Stellsignal

Element der Stellfolge

Stellfolge u := {ur}2_

Zustandstrajektorie des kontinuierlichen Systems, definiert auf R, es gilt
x = ®(t, t,z,ur) und xg = P(t, to, xo, u())

Ausgangstrajektorie des kontinuierlichen Systems, definiert auf R mit
\I’(', to, o, U()) = h(I)(, to, o, U())

Zustandstrajektorie des diskretisierten Systems, definiert auf Z, es gilt
xp = Op(k, k, zx,u) und zg, = Pp(k, ko, Tk, 1)

Ausgangstrajektorie des diskretisierten Systems, definiert auf Z mit
Up(-, k,zg,u) =h®p(-, k,zg,u)

Lipschitzkonstante fiir das kontinuierliche System

Menge der einmal differenzierbaren Signale

Lo-Norm auf dem Intervall [, 73]

(5-Norm auf dem Intervall [k, ko]

(euklidische) Vektornorm

Eigenwert einer Matrix M

kleinster Eigenwert einer Matrix M

grofiter Eigenwert einer Matrix M

Transponierte des Vektors
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