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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Thema der Arbeit

Um dynamische Systeme zu regeln, stehen in der heutigen Zeit fast immer Mi-
kroprozessoren oder rechnergestiitzte Anlagen zur Verfiigung. Wahrend die dy-
namischen Systeme zumeist zeit-kontinuierlich sind, konnen die Rechner lediglich
mit zeit-diskreten Werten arbeiten. Von den gemessenen (abgetasteten) Signalen
werden dem Rechner, d.h. ,Regler®, also nur die Werte von den sogenannten Ab-
tastzeitpunken {iibergeben, aus diesen wird dann eine Stellgrofle fiir das System
berechnet.

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass eine Zustandsraumbeschreibung
fiir das System vorliegt. Eine Zustandsraumdarstellung ist ein mathematisches
Modell das Systems, welches die Bewegungen des Systems mittels der Zusténde x
beschreibt. Der Ausgang y wird als Funktion von den Zustédnden x dargestellt.
Die Theorie fiir die Regelung solcher Systeme (linear oder nichtlinear) ist sehr weit
vorangeschritten, als Beispiel sei die Flachheitsbasierte Regelung genannt, siehe
[14], [16] und die darin erwdhnten Artikel. Um die Regelungskonzepte anwenden
zu konnen, wird zundchst davon ausgegangen, dass alle Zustdnde des Systems
messbar sind (Zustandsvektorriickfiihrung).

Da sich i. a. nicht alle Zustinde messen lassen, wird das Konzept der Zustands-
beobachtung verwendet. Ein Zustandsbeobachter (kurz: Beobachter) erzeugt aus
den Eingangs- und Messsignalen eines Systems einen Schétzwert & der gegen den
Systemzustand x konvergiert.

Die Theorie iiber Beobachter ist noch nicht so fortgeschritten, wie die iiber die
Regelung. Es werden héufig spezielle Anforderungen an die Eigenschaften des Sy-
stems gestellt und der konkrete Beobachterentwurf stellt sich i. a. komplizierter
dar, als der Reglerentwurf.

Bei linearen Systemen kénnen aufgrund der Separation von Regler und Beobachter

5



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

beide Konzepte unabhéngig voneinander und sich gegenseitig ergénzend verwen-
det werden und der somit erhaltene Regler mit Beobachter stabilisiert das System.
Bei nichtlinearen Systemen ist die Separation von Regler und Beobachter nicht
selbstverstiandlich, so dass hier nicht einfach jeder Beobachter und jeder Regler
zusammen verwendet werden kann.

Eine weitere Moglichkeit, Systeme mathematisch zu modellieren, ist die E/A-
Darstellung. In dieser wird der aktuelle Wert des Ausgangs direkt aus den zuriick-
liegenden Ein- und Ausgangsmessungen (Historien) bestimmt.

Der Ubergang von einer Zustandsraumdarstellung zu einer E/A-Darstellung ist fiir
lineare Systeme recht einfach (wird in dieser Arbeit mit angesprochen). Fiir Nicht-
lineare Systeme ist der Ubergang nicht allgemein gekliart und ist ein Ziel dieser
Arbeit. Um dabei moglichst allgemein zu bleiben, werden nur geringe Anforderun-
gen an das System gestellt.

Betrachtet man die Historien der E/A-Darstellung als Zusténde, so stellt ein ein-
facher Speicher einen Beobachter fiir diese Systembeschreibung dar. Um ein E/A-
Modell, statt eines Zustandsraummodells, fiir Systeme zu erstellen, muss also le-
diglich ein Speicher fiir die Historien des Systems zur Verfiigung stehen.

Wenn bekannt ist, wie sich der Ausgang aus den Historien berechnen lésst, so lésst
sich mit dieser Berechnungsvorschrift und den Speichern ein E/A-Modell des Sy-
stems erstellen. Ist lediglich die Struktur der Berechnung bekannt, so kann diese
anhand von Systemmessungen numerisch approximiert (adaptiert) werden.
Folgende 2 Eigenschaften von E/A-Modelle sind fiir die Regelung von Vorteil:
Mit Messwerten vom System lassen sich E/A-Modelle initialisieren und koénnen
dann verwendet werden, um eine Pradiktion fiir den Verlauf des Systemausgangs
zu erstellen. Erstellt man zusétzlich noch ein Giitemafl, so ldsst sich mit einer
Optimierung ein Pradiktiver Regler finden (siehe hierzu z. B. [13] und die dort
genannte Literatur ).

Da der Beobachter fiir ein E/A-Modell recht einfach zu finden ist (Speicher), kann
ein Regelkonzept, welches das Modell stabilisiert, mit einem relativ einfachem Be-
obachter auch fiir das System verwendet werden (wird auch in dieser Arbeit ge-
zeigt).

Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit ist die Dissertation von Herrn Engel [3]
sowie die darauf aufbauende Arbeit [4] von Engel und Kreielmeier.

In diesen Arbeiten wird ein Beobachterkonzept vorgestellt und verwendet, bei dem
aus den kontinuierlichen E/A-Historien der aktuelle Zustand rekonstruiert wird.
Genauer gesagt, wird aus einer approximativ gespeicherten Historie ein endlich ge-
nauer Schiatzwert £ bestimmt. Die kontinuierlichen Historien werden approximiert,
da sie von —oo bis t (aktuelle Zeit) gespeichert werden miissen und dies geht mit



1.1. THEMA DER ARBEIT 7

endlichdimensionalen Filtern eben nur approximativ.

Da diese Approximation und die endliche Genauigkeit des Beobachters beim Uber-
gang zum Modell zu nicht so leicht zu iiberblickenden Eigenschaften fithren wiirden,
wird die Betrachtung folgendermaflen gedndert. Zum einen werden statt kontinu-
ierlicher Historien nun diskrete Historien betrachtet, demzufolge natiirlich auch ei-
ne diskrete Zustandsdarstellung der Strecke mit stiickweise konstantem Eingangs-
signal u. Weiterhin wird anstelle des unendlichen Intervalls der Historien nun ein
endliches Intervall betrachtet. Durch die diskrete Betrachtung und das endliche
Intervall, ist es nun moglich, die Historien exakt abzuspeichern.

Dies fiihrt zu dem in Kapitel 3 vorgestellten Beobachter, dieser bestimmt aus end-
lich vielen Messwerten der E/A-Historien den Zustand zum néchsten Abtastzeit-
punkt. Es wird der néchste Zustand bestimmt, da dieser, bzw. der entsprechende
Ausgangswert, spater fiir das E/A-Modell benétigt wird. Dies hat auch den Vor-
teil, dass nach der Messung von Ein- und Ausgangssignal eine ganze Abtastperiode
zu Berechnung zur Verfiigung steht.

Fiir die Berechnung des Zustandes aus den Historien wird die sogenannte Umkehr-
abbildung verwendet. Eine wichtige Folgerung aus der verwendeten Definition der
Beobachtbarkeit ist, dass es eine Anzahl N von Messungen gibt, fiir die die Um-
kehrabbildung eindeutig definiert ist. Jeder E/A-Historie mit N Messungen wird
eindeutig der entsprechende Zustand zugeordnet. Die Umkehrabbildung muss dann
gof. noch von der Menge der E/A-Historien auf den RY x RY erweitert werden.
Da N Messwerte abgespeichert werden und dieses N hoher als die Systemord-
nung sein kann, entsteht eine Einbettung der Strecke in den Zustandsraum des
Beobachters. Dies ist auch schon von anderen Beobachtern bekannt, siehe hierzu
z.B. High-Gain-Beobachter [8] und auch [15]. Hierbei werden mehr Ableitungen
des Ausgangs verwendet als die Ordnung des Systems ist und somit wird der
Zustand des Systems in einen Zustandsraum hoherer Ordnung eingebettet. Beim
High-Gain-Beobachter wird die Konvergenz des Beobachters durch Riickkopplung
des Beobachtungsfehlers und eine sehr hohe Fehlerverstarkung erreicht. Bei dem
in dieser Arbeit vorgestellten Beobachter ist die Konvergenz schon vom Ansatz
her und ohne zusétzliche Riickkopplung sichergestellt. Da die Messwerte vom Sy-
stem in ein Schieberegister (Dead-Beat-Filter) geschrieben werden, verschwinden
die Startwerte des Beobachters komplett und die Konvergenz findet in den ersten
N Schritten statt.

Im 4. Kapitel wird aus diesem Beobachterkonzept ein E/A-Modell erstellt. Im
Grunde werden dazu lediglich die Messwerte vom Systemausgang durch die ent-
sprechende Werte des Beobachters ersetzt. Folglich gibt es immer ein E/A-Modell
der Ordnung N, wenn das System die in Kapitel 2 aufgefithrten Eigenschaften
besitzt.

In dem Modell entstehen durch die Riickfithrung des Ausgangs und aufgrund der
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Einbettung (hohere Systemordnung) zusétzliche Dynamiken, die in dem System
nicht vorhanden sind. Diese sind nur abhéngig von der Erweiterung der Umkehr-
abbildung und kénnen stabil oder auch instabil sein. Dieser Punkt wird ebenfalls
in dieser Arbeit aufgegriffen und gezeigt, dass sich die Einbettung des Systems in
das Modell durch Riickkopplung stets stabilisieren lésst. Somit existiert immer ein
E/A-Modell mit einer stabilen Einbettung, dieses ist vor allem fiir die Regelung,
z.B. mittels Pradiktion, wichtig.

Im 5. Kapitel wird gezeigt, dass aus einem stabilisierenden Regler fiir das Modell
mit stabiler Einbettung auch stets eine stabilisierende Ausgangsriickfithrung fiir
die Strecke bestimmt werden kann. Zur Vereinfachung wird hierbei von einer exi-
stierenden Zustandsvektorriickfithrung fiir das System ausgegangen.

In dieser Arbeit geht es nicht darum, ein spezielles Entwurfsverfahren fiir einen
Beobachter und ein E/A-Modell vorzustellen. Vielmehr soll lediglich gezeigt wer-
den, was unter den hier betrachteten Voraussetzungen, die an das System gestellt
werden, im Prinzip moglich ist.

1.2 Literatur

In der Literatur finden sich viele Artikel, die sich mit der diskreten Modellierung
von Nichtlinearen Systemen befassen, folgend werden einige vorgestellt und ihre
Ahnlichkeiten oder Unterschiede zu der vorliegenden Arbeit genannt.

Nichtlineare Modelle, die aus einer linearen Dynamik (Filter) und einer statischen
Nichtlinearitéit bestehen, werden als Hammerstein- (Nichtlinearitit am Eingang)
und Wiener-Modelle (Nichtlinearitdt am Ausgang) bezeichnet, in [5] und [6] wird
jeweils auf die Identifikation des statischen, nichtlinearen Anteils solcher Modelle
eingegangen. In der vorliegenden Arbeit werden ebenfalls lineare Filter verwendet,
aber durch die nichtlinearen, internen Kopplungen ergeben sich daraus letztlich
nichtlineare Dynamiken.

Ein dhnlicher Ansatz wie in der vorliegenden Arbeit ist bei [7] gemacht worden.
Dort werden aber lediglich Systeme betrachtet, die mit n (Anzahl der System-
zustéinde) Messungen der Ein-und Ausgangswerte beobachtbar sind und die dort
erhaltenen Ein/Ausgangsmodelle sind nur in einer Umgebung der Ruhelage giiltig.

Viele Anséitze in der Literatur beschéftigen sich mit der Identifikation von Modellen
fiir Nichtlineare Systeme, welche das Ein/Ausgangsverhalten des Systems approxi-
mieren. Dies ist auch in [2] der Fall, hier werden aus Ein/Ausgangsinformationen
,otate-Affine” Modelle erstellt, die polynomial in u sind. Dabei kénnen diese Mo-
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delle eine hohere Dimension als das eigentliche System haben, hierauf wird am
Ende dieses Abschnittes nochmals eingegangen.

Die Losung von linearen, diskreten Systemen der Form

Ty = A+ By
w = C-xy

mit Initialwert z(0) = 0 ldsst sich folgendermafien angeben

t
yt:ZC’-At_l_k-B-uk

k=0

Mittels der sogenannten ,,Volterra Reihe* kann etwas dhnliches auch fiir nichtli-
neare Systeme angegeben werden, diese hat die Form

t t t
Yy = ho + Z hag—g - up + Z Z Rot—ky t—ko * Uky ~ Uy + - ..
k=0

k1=0 k2=0

Fiir die Bestimmung der sogenannten ,, Volterra Kerne* h; gibt es in der Literatur
mehrere Ansétze, sieche z. B. [11] sowie die darin genannte Literatur. Mittels dieser
,Kerne* konnen ebenfalls Modelle fiir das Ein/Ausgangsverhalten von Nichtlinea-
ren System erstellt werden.

Ein weiterer Bereich, der bei der Modellierung angesprochen werden sollte, ist die
Verwendung von Neuronalen Netzen, da diese immer héufiger verwendet werden
um Nichtlineare Systeme zu modellieren. Hierzu sei auf [9] verwiesen, wo ein (wenn
auch nicht ganz aktueller) guter Uberblick iiber Neuronale Netze geliefert wird.
Insbesondere wird in Abschnitt 5 ein Ansatz vorgestellt, bei dem y(t) als Funkti-
on der zuriickliegenden Werte des Ein- und Ausganges dargestellt wird und diese
Funktion wird mit einem Neuronalem Netz approximiert, dazu werden lediglich
Messwerte des Ein- und Ausgangs bendtigt. In [10] wird néher auf diesen Ansatz
eingegangen und neben der allgemeinen Form auch einfachere Spezialfille fiir die
Modelle vorgestellt. Allerdings wird dort wiederum angenommen, dass der Zustand
des Systems mit n Messungen bestimmt werden kann.

In den angesprochenen Ansétzen wird haufig davon ausgegangen, dass lediglich n
Messungen benétigt werden, um das System zu beobachten. Falls mehr Messungen
notwendig sind, wird aber nicht weiter darauf eingegangen, was eine hohere Anzahl
an Messungen fiir das Modell bedeutet. Dies ist aber ein zentraler Punkt dieser
Arbeit. Wenn nédmlich das Modell eine héhere Dimension hat als das System, dann
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bedeutet dies auch, dass in dem Modell noch weitere Eigenbewegungen vorhanden
sind und dass das System in dem Modell eingebettet ist. Je nach Eigenschaft der
Eigenbewegungen redet man dann von einer stabilen oder instabilen Einbettung.

Da es im ersten Abschnitt dieser Arbeit um Beobachter mit Einbettung geht, wird
hier noch auf [15] hingewiesen, darin geht es um kontinuierliche Beobachter mit
Einbettung. Es werden dabei dhnliche Aspekte, beziiglich der Einbettung, wie in
der vorliegenden Arbeit angesprochen, nur eben fiir kontinuierliche Beobachter.



Kapitel 2

Systeme im Zustandsraum

Ausgangspunkt dieser Arbeit sind dynamische Systeme in kontinuierlicher Zeit,
die mit Abtaster und Halteglied diskretisiert worden sind. Die so definierte Klasse
zeitdiskreter Systeme im Zustandsraum, die Beschreibungsformen sowohl vorwérts
als auch riickwérts in der Zeit hat, sind der Gegenstand der Betrachtungen in dieser
Arbeit.

2.1 Systeme in kontinuierlicher Zeit

In dieser Arbeit werden Systeme zugrunde gelegt, die eine Zustandsraumbeschrei-
bung der Art

Yo &= folz,u)
y = h(z) (2.)
haben.
Darin sind z € R" * der Zustand, u € R die StellgroBe (Eingangsgréfie) und
y € R die Ausgangsgrofle des Systems. Die Abbildungen f. : R" x R +— R™ und

h : R" — R seien Lipschitz-stetig, d.h. fiir alle z,2’ € R” und u, v’ € R gelte

|[felw,u) = fo(@',0)] < Le|w — 2’| + LeJu — /| (2.2)
h(x) = h(z")] < Lelx— 2|
Auflerdem sei f.(0,0) = 0 und h(0) = 0, d.h. der Ursprung der Koordinaten sei
Ruhelage des Systems. Dabei bezeichne L. die gemeinsame Lipschitzkonstante von
feund h.

Aus der Lipschitzstetigkeit der Differentialgleichung folgt die Existenz und Ein-
deutigkeit der Losung, siehe z.B. [17]. Dies wird im folgenden Abschnitt bei der

*Falls f., h nur auf einem beschrinktem Gebiet G definiert sind, kann man sich f., h fir x € G
Lipschitz-stetig fortgesetzt vorstellen. Siehe hierzu z.B. Anhang A.2.
f| .| sieche Anhang C.1

11



12 KAPITEL 2. SYSTEME IM ZUSTANDSRAUM

Diskretisierung verwendet.

Des Weiteren wird fiir diese Arbeit benotigt, dass . in ausreichendem Mafle be-
obachtbar ist (fir Kapitel 5 auch steuerbar). Ausreichend beobachtbar bedeutet,
dass das diskretisierte System geméfl der noch folgenden Definition 2.3.1 beob-
achtbar ist. Die Diskretisierung wird im folgenden Abschnitt erlautert. Zu den
entsprechenden Voraussetzungen an ¥, und zur Wahl einer geeigneten Abtastzeit
wird auf [1] verwiesen.

2.2 Diskretisierung

Bei der Diskretisierung des Systems schriankt man die Betrachtung von der konti-
nuierlichen Zeit ¢t € R auf die diskreten Zeitpunkte k7T, k € Z ein, wobei T" > 0
die sogenannte Abtastzeit ist.

Dabei wird mit einem Halteglied (0. Ordnung) das Eingangssignal u(t) stiickweise
konstant gehalten

u(t) == uy te kT, kT +T)
und mit einem Abtaster das Ausgangssignal abgetastet
yr = y(kT)

Das auf diese Weise diskretisierte System ist in Abbildung 2.1 dargestellt. Es hat
als Eingangssignal die Folge {uy }rez und als Ausgangssignal die Folge {yx }rez-

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 2.1: Kontinuierliches System mit Halteglied H und Abtaster A

Ausgehend von einem beliebigen Zustand des Systems zum Zeitpunkt k7', bezeich-
net als xp := x(kT), und dem Stelleingang u; kann man nun den Zustand 1,
durch Integration der Differentialgleichung des Systems im Intervall [T, kT + T
(Integration vorwérts in der Zeit) berechnen. Somit erhélt man fiir die diskreten
Zeitpunkte eine Systembeschreibung der Form

Tpe1 = f(og, up) (2.4)
yr = h(zg)

Anstelle von f(xx, up) wird, wo es iibersichtlicher ist, die alternative Bezeichnung
fu,, (zx) verwendet.
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Umgekehrt kann man von einem Zustand x; ausgehend und dem zuriickliegenden
Stelleingang uy_; den Zustand z;_; durch entsprechende Integration der Differen-
tialgleichung des Systems riickwérts in der Zeit berechnen. Dadurch erhélt man
eine Systembeschreibung der Form

Tpeo1 = f(op, up-1) (2.5)
yr = h(xy)

Anstelle von f(xy,ug—1) wird auch die alternative Bezeichnung f,, ,(zx) verwen-
det.
Die beiden Systemdarstellungen (2.4) und (2.5) sind dquivalent: Bei gleicher Ein-
gangsfolge {uy }xez haben sie (bei gleichem ,, Anfangszustand*) dieselbe Trajektorie
{21} ez, da gilt ;

T = fwc(xk:-&-l) = fuk(fuk(xk))
Mit der Darstellung (2.4) lasst sich der zukiinftige Systemzustand berechnen, was
bei Fragen der Steuerung und Regelung (z.B. priadiktive Regelung) relevant ist.
Umgekehrt liefert die Darstellung (2.5) den Zusammenhang zwischen x; und den
zuriickliegenden Fin-/Ausgangsmessungen, was bei der Zustandsbeobachtung von
Bedeutung ist.

2.3 Zeitdiskrete Systeme

In dieser Arbeit werden (unabhéngig von ihrer Herkunft) dynamische Systeme in
diskreter Zeit betrachtet, die in der Form

Y Tpy = f(xk, u) (2.6)
e = h(xp)
und in der Form
E . Thp—1 — f(xk,uk,l) (27)
y, = h(zg)

gleichermaflen dargestellt werden koénnen.
Darin ist k£ € Z die diskrete Zeit, und es sind x; € R™ der Zustand, u; € R die
StellgroBe (Eingangssignal) und y; € R die Ausgangsgrofie des Systems.

Fiir die weiteren Betrachtungen wird vorausgesetzt, dass f, f :R” xR — R™ und
h : R™ — R Lipschitz-stetig sind, d.h. fiir alle z,2’ € R" und u, v’ € R gilt

[ (zu) = @ )] < Ll = 2] + |u — o)) (2.8)
|[f(z,u) = @' d)] < Lle — 2] + Ju— o)) (2.9)
|h(z) — h(z')] < Llz— 2| (2.10)
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Dabei ist L eine (gemeinsame) Lipschitzkonstante. Im Anhang A.1 wird gezeigt,
dass die Diskretisierung eines Lipschitz-stetigen kontinuierlichen Systems 3. nach
Abschnitt 2.1 stets ebenfalls Lipschitz-stetig ist.

Eine Losung der Systemgleichungen in einem Intervall I umfasst die zeitlichen
Verlaufe des Eingangs u, des Zustands = und des Ausgangs y und bildet die Folge
{uk, Th, Yn rer-

Eine zentrale Voraussetzung an das System ist, dass bei allen Lésungen der Sy-
stemgleichungen ein Zusammenhang zwischen x; und der zugehorigen, sogenann-
ten Ein-/Ausgangshistorie {ug_;, yx—iien besteht, den man als Beobachtbarkeit
des Systems bezeichnet.

Definition 2.3.1. Fin diskretes System X heifit beobachtbar, wenn eine natiirliche
Zahl N und eine Konstante ¢ > 0 existieren, so dass fir zwei beliebige Lisungen
von X mit gleichem Fingangssignal, nennen wir sie

{Uk—z', Th—i, yk—i}ieN und {Uk—i; xﬁgﬁ-a yl/gfi}ieNv

die Ungleichung
Ye-1 = Y1
> c|zy — ), (2.11)
Yk-N ~ Ypon
gilt. O

Dies bedeutet, dass bei einem beobachtbaren System zwei verschiedene Zustédnde
xy, x; bei gleicher Eingangshistorie anhand der Ausgangshistorien unterschieden
werden konnen. Wie spiéter gezeigt wird, kann somit der aktuelle Zustand xj stets
aus N zuriickliegenden Ein-/Ausgangsmessungen bestimmt werden.



Kapitel 3

Beobachter

Ein Beobachter Q fiir ein System X rekonstruiert aus Ein-/Ausgangsmessungen
des Systems einen Schétzwert fiir den Systemzustand. Dies ist immer dann nétig,
wenn der Systemzustand nicht vollstdndig gemessen werden kann, aber fiir Rege-
lung oder Systemiiberwachung benotigt wird.

In diesem Kapitel wird ein Beobachterkonzept vorgestellt, auf dem in den nach-
folgenden Kapiteln der Entwurf eines E/A-Modells des Systems basiert. Hierzu
wird als erstes das Beobachtungsprinzip erldutert und anschliefSend einige Aspekte
genauer betrachtet.

3.1 Beobachtungsprinzip

In diesem Abschnitt wird zunéchst das Prinzip der Beobachtung dargestellt. Es
umfaBt die messbaren Ein-/Ausgangshistorien und die Definition einer Beobach-
tungsabbildung sowie deren Umkehrung.

3.1.1 Historien und Beobachtungsabbildung

Zu einem beliebigen Zeitpunkt, den wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit als
k = 0 annehmen diirfen, da ¥ zeitinvariant ist, sei der Zustand xy = z. Durch
Rekursion der Systemgleichung iiber N Schritte riickwérts in der Zeit (Gleichung
(2.7)) erhélt man

h(fu_, (2)

)
A(fu_s(fui(2))) (3.1)

| G (Fo Fus (@) )

15
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Wir definieren

U1 Y-1
U_ Y
v=| |, v=|""
U_n Y-nN

und bezeichnen U als Eingangs- und Y als Ausgangshistorie der Linge N. Diese
Historien stehen in der Praxis iiblicherweise aus zuriickliegenden Messungen zur
Verfiigung (vgl. Abbildung 3.1).

Fiir die rechte Seite von (3.1) fithren wir die Bezeichnung

h(fu_, (7))
h(fu_o(fu_,(2)))

h(fun (- (fusi (@) -)

YU, zx):=

ein und fassen Y(U,z) als Abbildung von x auf, wobei die Abbildung von dem
verwendeten U abhéngt. Dementsprechend wird

Y(U,-): R" — RV
YUz =Y . (3.2)

als Beobachtungsabbildung definiert.

Ug Yk

Y
\g!
Y

Y Y

Speicher Speicher

[ I

Abbildung 3.1: Messung und Speicherung der Ein-/Ausgangs-Historien *

*Fir £ # 0 ist U, = [uk_l e uk_N}T, Y., = [yk_l e yk;_N]T und es ergibt sich
entsprechend zu Gleichung (3.2) Y(Uy,xr) = Y
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U wird hier als Teil der Spezifikationen der Abbildung aufgefasst. Fiir jedes U € RY
ergibt sich eine solche Abbildung. Man kann sich (U, -) auch als Abbildung vor-
stellen, die mit U € RY | parametrisiert“ ist.

Mit Hilfe der Beobachtungsabbildung erhélt man folgende alternative Formulie-
rung der Beobachtbarkeit

Definition 3.1.1. (Alternative Formulierung der Beobachtbarkeit)
> heifit beobachtbar, wenn es eine natiirlich Zahl N und eine Konstante ¢ > 0 gibt,
so dass fiir alle U € RN, z, 2/ € R®

YU, z) = Y(U,2")| = cla— 2]
qgilt. O

In den weiteren Betrachtungen wird stets davon ausgegangen, dass N im Sinne
dieser Definition geeignet ist.

Dass die Beobachtungsabbildung niitzlich sein kann um den Zustand x aus gemes-
senen Historien (U, Y') zu bestimmen, zeigt folgendes Beispiel.

Beispiel 3.1:
Das lineare System

A {(2) ﬂ xk—i-B} " (3.3)

Y — [4 4:| Tk
ist offensichtlich beobachtbar. Durch Umstellen der Gleichung (3.3)

nach z; und Umbenennung des Index k — k£ — 1 erhélt man die Dar-
stellung riickwérts in der Zeit

0.5 0 1.5
Tp—1 = 0 1 T — 9 Uk—1

e = [4 4]z
Nach einiger Rechnung ergibt sich nun fiir N = 2 die Beobachtungs-

abbildung
—14 0 2 4
I, z) = {—11 —14}[]4r L 3}"”
~——— ——
M1 M2

Fiir gegebenes (U,Y) lasst sich dann die Gleichung Y(U, z) = Y nach
x auflosen und man erhélt

r=M;'Y — My MU

fiir den aktuellen Systemzustand. O
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Wie das Beispiel zeigt, werden zur Bestimmung des aktuellen Zustand des Systems,
sowohl die Ausgangs- als auch die Eingangs-Historie des Systems benétigt.

Im weiteren Verlauf der Betrachtungen ist daher die Menge aller méglichen Ein-
/Ausgangs-Historien

H:={UY)eRY xR |Y =Y(U,z),U c RN z € R"}
von Bedeutung.
Ebenso wird folgende wichtige Eigenschaft der Beobachtungsabbildungen benétigt:
Satz 3.1.1. Die Beobachtungsabbildungen Y(U,x) sind Lipschitz-stetig, d.h. es
gibt Ly > 0, so dass fiir alle U, U’ € RN und x,2’ € R®
YU, z) = YU, 2")| < Lp(JU = U'| + |z — o) (3.4)
qgilt. 0
Beweis 3.1.1. Ausgehend von zy = x und z, = 2’ erhélt man mit den Gleichungen
(2.7) und (2.8)
21—’y | < Llw — o' + Juy —ul,y)
Durch erneutes Anwenden der Gleichungen erhélt man
[0 —aly| < Lllzoy — 2l + |u—s —ul,|)
< D(r =2/ Jucy = )+ Ly — ol

Folglich ergibt sich fiir [ € N die Abschéatzung

e =2yl < Lz — ']+ Jumy =y ) + L usy —uly +

L u g1 — Uy |+ Lluy — uly|
Mit der Gleichung (2.10) ergibt sich weiterhin

[h(z—t) = h(zl)| < Lz — ']
< L"Yo— 2|+ |luy —ul )+ .o+ Ljus — o

Somit erfolgt fiir die dazugehorigen Beobachtungsabbildungen

h(z—1) = h(z’,)
YU, z) = YU, 2)| = :
)~ hia )
12 [ 2 O --- 0 lu_y — |

L? 3 Lz .. iy — |

IN

|z —2'| +

LN v 2] (Juey —ulyl
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Beriicksichtigt man nun, dass L > 1 (siche (2.8)-(2.10)) ist und wendet die Drei-
ecksungleichung, sowie die 1-Norm an, so ergibt sich letztlich

YU, z) = YU, )| < (LP+--+ LV Nz —a2/|+ (L2 + -+ LNHU - U'|
< NLN+1(|U Ul+lz—21) ,

womit der Beweis mit Ly = NLV*! erbracht wire. O

3.1.2 Umkehrabbildung

Fiir beliebiges (U,Y) € H gibt es (nach Definition von H und infolge der Beob-
achtbarkeit) genau ein x € R™ mit Y = Y(U, x). Demzufolge ist = (eindeutige)
Losung der Gleichung

Y(U,z)=Y : (3.5)

Der Losungsvektor x héngt offenbar von U,Y ab. Dies schreiben wir als x =
Q(U,Y), wobei Q(U,Y) den (funktionsméBigen) Zusammenhang darstellt. Daher
wird Q(U, -) als Umkehrabbildung von Y(U, -) bezeichnet. Sie ist formal definiert
durch

QU, ) : YU,RY) —R"
QU YU,x) =x VYreR" . (3.6)

Wie bei der Beobachtungsabbildung Y(U, ), ist auch bei der zugehorigen Umkehr-
abbildung Q(U,-) das U Teil der Spezifikation der Abbildung. Wir kénnen uns
auch Q(U,-) mit U € RN  parametrisiert* denken

Satz 3.1.2. Wenn das System Lipschitz-stetig und nach Definition 2.3.1 beob-
achtbar ist, dann gilt fir die Menge der Umbkehrabbildungen Q(RY,.) fiir alle
U, ), U,Y"eH

QUY) = QU Y')| < Lo|(U = U"), (Y = Y")]
Beweis 3.1.2. Beriicksichtigt man, dass es z, 2’ € R™ gibt, fiir die

QUY) = QUIYU ) ==
QULY") = QU YU,

gilt und somit
‘Q(Ua y(U7 .23)) - Q(U/a y(U/>$,))| = |Z’ - ,CE/‘

ist. So muss gezeigt werden, dass

(U, YU, z)) — (U, YU, )| = Li|x — | (3.7)
Q
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gilt. Fiir U = U’ entspricht dies gerade der Definition 2.3.1 (Beobachtbarkeit).
Hierzu wird als erstes die Abschéatzung
YU, z) = YU 2)| = [YU )= YU2)+YU,2") - YU, 2)|
> YU, z) = YU, )| = YU, ) = YU, )|
fiir die Ausgangshistorien durchgefiithrt. Mit den Ungleichungen (2.11) und (3.4)
und den Bezeichnungen Ax =z — 2’ und AU = U — U’ lasst sich dies nun zu
Y(U,2) = YU, 2')| = c|Az|— Lp|AU
~ V(U z) = YU 2|+ L|AU| > c|Az|
“ Y(U.2) = YU )| +AU] 2 1

A
1+LB’ IL’|

umformen.Wird weiterhin noch va? + b> > 1(|a| + [b]) verwendet, so erfolgt

(U.YW,2) = (U YU2))| = {JAUP + V(U z) - V(U ') 2}

1
> AU+ YU, 2) = YU, 2)))
c
> —|A
— 2(1+ Lp) Al
Mit Lo = 2(1 + Lp) ist somit die Gleichung (3.7) hergeleitet und der Beweis fiir
den Satz 3.1.2 erbracht. 0

Eine Umkehrung von Satz 3.1.2 wird durch folgenden Satz beschrieben.

Satz 3.1.3. Wenn fir alle (U,Y) € H eine Umkehrabbildung x = Q(U,Y), mit
Y = Y(U,x), existiert und Lipschitz-stetig ist, dann ist das System beobachtbar
nach Definition 3.1.1.

Beweis 3.1.3. Wenn Q(U,Y) existiert und Lipschitz-stetig ist, gilt fiir beliebige
U,Y), (U, Y")eH

QWU,Y) = QU Y')| < Lol(U =U"), (Y =Y')[ .

Fiir die Definition 3.1.1 wird U = U’ vorausgesetzt und somit folgt fiir beliebige
(U, Y),(U,Y") e H

QWU,Y) = QU,Y")| < La|(Y =Y')]| .

Da nur Historien aus H betrachtet werden, gibt es z = Q(U,Y’) bzw. 2’ = Q(U,Y”)
mit Y(U,z) = Y bzw. Y(U,2’) = Y’'. Verwendet man diese Bezeichnungen, so
erfolgt

1
D}(U7$> —y(U,Z'/)’ > L_’-CU —113/’ .
Q

Mit ¢ = % entspricht dies der Definition 3.1.1. 0
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3.2 Lange der Historien

In diesem Abschnitt wird als erstes gezeigt, dass es eine Mindestzahl N von Mes-
sungen gibt, die fiir Beobachtbarkeit eines Systems nach Definition 2.3.1 generell
notwendig ist. Anschlieend werden die Félle N = n und N > n und die dabei
auftretenden Besonderheiten beziiglich Y(-,-) und Q(-,-) erldutert.

3.2.1 Notwendige Lange der Historien

In der Definiton der Beobachtbarkeit 2.3.1 werden Historien der Lénge N betrach-
tet und es wird die Existenz eines N € N gefordert, mit dem sich die Ausgangshi-
storie fiir zwei verschiedene Zustinde geméafl Gleichung (2.11) unterscheiden. Somit
stellt sich als erstes die Frage, ob es eine untere Grenze fiir N gibt. Folgend wird
gezeigt, dass fiir alle Lipschitzstetigen Systeme mindestens N = n Messungen (n
ist die Systemordnung) notwendig sind.

Dazu wird zunéchst das nachstehende allgemeine Ergebnis gezeigt:

Lemma 3.2.1. Sein > N und die Abbildung

Lipschitz-stetig. Dann gibt es kein ¢ > 0, so dass fiir alle z, 2’ € R"

clz — 2’| <|A(z) — A(2')]
qilt.
Beweis 3.2.1. Es geniigt, das Lemma fiir den Fall A(0) = 0 zu beweisen. Der
Fall A(0) # 0 folgt dann durch Anwendung des Bewiesenen auf die Abbildung
A(x) — A(0).
Sei also A(0) = 0. Aus dem R" betrachten wir die Teilmenge

G:={xeR" |z| <1}!
Da A Lipschitz-stetig ist, L bezeichne die Lipschitzkonstante, gilt dann

|A(z)| < L Vo € G,

d.h. A(x) € H, wobei H definiert ist als

H:={yeR"||y| < L}.

f| - | bezeichnet die Maximum-Norm, hier und im gesamten Beweis.



22 KAPITEL 3. BEOBACHTER

Fiir beliebige r € N definieren wir eine endliche Teilmenge G, C G wie folgt:
1
G, =GN{-Z"}
r

Somit haben je zwei (verschiedene) Elemente z, 2’ € G, mindestens den Abstand
1 und die Anzahl der Elemente in G, ist (2r +1)".
Fiir beliebiges s € N zerlegen wir H in Hyperwiirfel, die durch die Eckpunkte

L
H,:= Hn{=7Z"}
S

markiert sind.*

Der Abstand zweier beliebiger Elemente in einem solchen Hyperwiirfel betragt
héchstens £ und die Anzahl dieser Hyperwiirfel in H ist (2s)V.

Man wéhle nun r, s so, dass die Anzahl der Elemente in GG, um mindestens eins
grofer ist als die Anzahl der Hyperwiirfel in H, also

2r+1)" > (2s5)V +1
Dies ist z.B. fiir die Wahl

N
n

r=of se (R

erfiillt. In mindestens einem der Hyperwiirfel von H liegen dann zwei Bildpunkte
von A(G,). Mit anderen Worten, es gibt x # 2’ € G, so dass

|lr — 2| > (3.8)

|~

[A(x) = A2 < (3.9)

Division der Gleichung (3.9) durch |z — 2| und Abschétzen mit (3.8) liefert

/ L
e —2'| T lr—a " s

Mit der vorhergehenden Wahl von r folgt

|A(z) — A(z)| < L2% snz — 2|

-1

Lésst man nun s — oo gehen, so folgt sn~1 — 0 und damit das Lemma. 0

*Ein Hyperwiirfel ist die Menge aller Punkte in einem Intervallvektor der Form
[i1,11 + 1]
[ig, i + 1]
= . mit 41,...,0, € —5,..., 5 — 1

[in,in + 1]
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Da Y(U,-) nach Satz 3.1.1 Lipschitz-stetig ist, kann man die Behautpung auf
Y(U,-) (anstelle von A) anwenden. Vergleicht man das Ergebnis (es gibt keine
Konstante) mit der Definition 2.3.1 (es gibt eine Konstante), so ist zu folgern, dass
fiir die Beobachtbarkeit eines Systems Historien der Lange N < n grundsétzlich
nicht ausreichend sind. Die Historien miissen also mindestens die Linge N = n
haben.

3.2.2 Beobachtung mit Historien der Linge N =n

Bei beobachtbaren linearen Systemen sind N = n Messungen immer ausreichend
um die Bedingung 2.11 zu erfiillen. Dies wird zunéchst am folgenden, allgemeinen,
linearen Beispiel der Ordnung 2 gezeigt.

Beispiel 3.2:
Ein lineares System sei, riickwérts in der Zeit, durch die Differenzen-
gleichung

Ty = Axp+ bug_
Y = CTg

mit A = eI gegeben. Die Beobachtungsabbildung des Systems ergibt
sich dann durch Iteration des Systems zu

C|yg=1| | eb O |up—1 cA
e =[] =4 of ] + o] =
M

Werden die gemessenen Historien (U,Y); eingesetzt, so lésst sich die
Gleichung umstellen,

A1 cb 0

um den Systemzustand zj bestimmen zu kénnen. 0

Hierbei entspricht die Matrix M, dem Produkt von der Beobachtbarkeitsmatrix
Qecp = L(;J und der Systemmatrix A. Ist das System beobachtbar, so hat Q.4

den Rang n. Da A = e T ebenfalls den Rang n hat, ist M, nicht singuldr und
somit wird durch die Gleichung (3.10) jedem Historienpaar (U, Y'), € H genau ein
Zustand xp € R™ zugeordnet. (Aber zu jedem Zustand zj, gibt es unendlich viele
Historienpaare (U,Y).)
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Fiir alle U € R™ ist folglich Y(U,R™) = R", d.h. die Menge aller Historien fiillt den
gesamten R™ x R™ aus. Da M, regulér ist, lasst sich die Umkehrabbildung (3.10)
einfach durch Invertieren finden.

Im Anhang B.3 wird gezeigt, wie sich die Umkehrabbildung fiir lineare Systeme
aus einem Dead-Beat-Luenberger Beobachter bestimmen lésst.

Das folgende Beispiel fiir ein nichtlineares System ist bewusst einfach gehalten, da-
mit alle Aspekte, die es demonstrieren soll, sich rechentechnisch noch iiberschaubar
bewéltigen lassen.

Beispiel 3.3:
Die Differenzengleichung des Systems vorwiérts in der Zeit lautet

1 2
[fv(”l ) + )
2 = 2
) k41 371(4 e Uk
Y = SC;(:)

Darin sei ¢ : R — R streng monoton steigend und sowohl ¢, als auch
seine Inverse 1 seien Lipschitz. Beispiele fiir solche Funktionen sind
2r + sin(r), r + (r*/(1 + 1)), r(2 + sin(In(1 + |r]))) ... .

Auflésen der Differenzengleichung nach x;, ergibt die Systemdarstellung
riickwérts in der Zeit

1 1 2
oV = ) - @l —w)
e R R
k - k+1 k
_
Y = Ty

Nach zweimaliger Iteration erhélt man (ausgehend vom Zustand xy)
fiir den Ausgang

vt = 2 — o — )
Yk—2 = x;(fl) - @(Ig) - Uk—l) - 90(%(3) — Ug—1 — Uk—z)

und fiir die Beobachtungsabbildung mit Historien der Ladnge N = n = 2
folgt

V(U ) = ) = (e — up)
ky k) —
x;(cl) - 90(1171(92) —Up-1) — ‘P(Jii(f) — Up—1 — Ug—2)

Dass das System aus Historien der Lénge 2 beobachtbar ist (d.h. es gilt
|V (U, ) =YV (Uy, z,)| > c|zr—2}]) lasst sich hieraus direkt nachweisen
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oder durch Feststellung der Existenz und der Lipschitz-Stetigkeit der
Umbkehrabbildung (s. Satz 3.1.3). Wir wihlen hier den 2. Weg. Dazu

16sen wir fiir beliebiges Yy, = [yj—1, yk_g}T € R? die Gleichung

v = 2 — o — )
Yk—2 = 33;2;1) - 90@;2) - Uk—l) - So(xi(f) — Ug—1 — Uk—z)

Aus der ersten minus der zweiten Gleichung erhalten wir

x;(f) = 0 (Y1 — Yk—2) + Up—1 + Up_2

und aus der ersten Gleichung

fz(cl) = Yk—1+ 90(%(3) — Up—1)

Die Umkehrabbildung existiert offensichtlich und lautet

Ye-1 + (" N (yr—1 — Yr—2) + up_2)
Un,Y) = L . (3.11
QU Ye) 2 l(ykfl — Yk—2) + Up—1 + Ug—2 ( )

Die Umkehrabbildung ist offensichtlich Lipschitz.
Da beliebiges Y;, € R? betrachtet wurde, ist somit auch gezeigt, dass
V(Ui R?) = R? ist, fiir alle U € R2. OJ

Fiir beobachtbare Lipschitz-stetige Systeme ist z. B. die Frage, ob Y(U,R") stets
den R™ ausfiillt, offen geblieben. Weder ein Beweis dafiir, noch ein Gegenbeispiel
lielen sich dazu im Verlaufe dieser Arbeit finden.

Es lédsst sich aber zeigen, dass diese Abbildung fiir hinreichend oft differenzierba-
re Systeme stets den gesamten Raum ausfiillt. Da in dieser Arbeit aber nur die
schwéchere Voraussetzung der Lipschitz-Stetigkeit gemacht wird, wird auf diesen
Aspekt nicht weiter eingegangen. Sollte es bei einem beobachtbaren System vor-
kommen, dass Y(U, R™) # R™ ist, so miisste dies genauso behandelt werden, wie die
Systeme im néchsten Abschnitt. Denn dort fiillt die Beobachtungsabbildung nicht
den gesamten Raum aus, was eine Erweiterung der Umkehrabbildung erforderlich
macht.

3.2.3 Beobachtung mit Historien der Linge N > n

In diesem Abschnitt wird der Fall betrachtet, dass N > n Messungen zur Beob-
achtung verwendet werden. Dies ist fiir einige Systeme zwingend erforderlich, da
sie nicht {iber N = n Messungen beobachtbar sind.
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Lemma 3.2.2. Sei X in N-Schritten beobachtbar und sei Y(U,-) : R" — RN die
zugehorige Beobachtungsabbildung. Wenn N > n ist, dann gilt fiir jedes U € RY

Y(U,R") #R"

Beweis 3.2.2. Wie in Satz 3.1.1 gezeigt wurde, ist Y (U, -) Lipschitz-stetig, d.h.
es gibt ¢; > 0, so dass

alr =2 = [Y(U,z) = YU, 2)

Fiir die Umkehrabbildung Q(U, -) folgt daraus mit den Kurzbezeichnungen y :=
Y(U,z) und ¢ := Y(U,2')

alQU,y) = QU >y -y . (3.12)

Nach Satz 3.1.2 ist die Umkehrabbildung Q(U, -) ebenfalls Lipschitz-stetig.

Die Annahme Y(U,R") = RY liefert daher eine Umkehrabbildung @ : RY —
R™, die Lipschitz-stetig ist und die Ungleichung 3.12 erfiillt, im Widerspruch zu
Lemma 3.2.1. O

Die Aussage von Lemma 3.2.2 ist, dass die Beobachtungsabbildung Y(U, -) nicht
den gesamten RY ausfiillt. Folglich stellt die Menge aller Historien H nur eine Teil-
menge des RY x RY dar. Die komplementiire Menge H := RY x RV \ H beinhaltet
alle Elemente, die keine mogliche Historie des Systems darstellen. Sie ist nicht
leer. Solche Elemente konnen spéter in der Einschwingphase des Beobachters, bei
Storungen am System oder bei gestorten Messungen auftreten. Die Umkehrabbil-
dung Q(U, ) ist fiir solche Elemente nicht definiert. Wie damit umgegangen werden
kann, wird in Abschnitt 3.3.2 ndher erlautert.

Definition 3.2.1. Fin System wird ,minimal beobachtbar mit N* Messungen®
genannt, wenn das System beobachtbar ist und N* die kleinste natiirliche Zahl ist,
die fir N in der Definition 2.3.1 moglich ist.

Minimal beobachtbar bedeutet, dass N* Messungen notwendig sind, damit die Hi-
storien sich ausreichend unterscheiden. Es kann aber auch jede Zahl N > N* von
Messungen verwendet werden.

In dem folgenden Beispiel ist n = 1, aber um die Beobachtbarkeit entsprechend der
Definition 2.3.1 zu gewéhrleisten, sind N = 2 Messungen des Ausgangs notwendig.

Beispiel 3.4:
Das homogene System

Tp—1 =

T ZL’kZO
%Jﬁk x <0

Y = ’$k’
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hat eine Dynamik, die abhéngig vom Vorzeichen des Zustandswertes
ist. Da der Ausgang gleich dem Betrag ist, konnen 2 Zusténde mit
gleichem Betrag, aber verschiedenem Vorzeichen, nicht anhand einer
Messung unterschieden werden. Aufgrund der unterschiedlichen Dyna-
miken sind dann aber die anderen Ausgangswerte bei Historien mit
N = 2 voneinander verschieden.

Im Anhang B.1 wird gezeigt, dass fiir alle zy, 2}, € Rund Y(zy), Y(z},) €
R? die Ungleichung

erfullt ist. O

An diesem Beispiel ist auch zu sehen, dass nicht alle Werte des R? mogliche Hi-
storien des Systems sind. Denn bei diesem System sind nur solche Historien mit
Yr—1 = yx oder y,_1 = 3y, moglich.

Das folgende Beispiel steht fiir Systeme, die mit N* > n Messungen beobachtbar
sind, die aber auch Zustandsbereiche G haben, so dass fiir Y(-,-) € RY mit N < N*

Y(U.2) = Y(Ua)| =[x -2/ VzeG, o« €R"

gilt.

Da aber immer N* Messungen gemacht werden miissen, um sicherzustellen, dass
alle Zustédnde unterschieden werden koénnen, liegen fiir x € G redundante Informa-
tionen vor.

Dies dndert nichts daran, dass die Umkehrabbildung eindeutig bestimmt ist. Aber
zu ihrer formelméfigen Darstellung gibt es unterschiedliche Méglichkeiten, z.B.
dadurch dass verschiedene Kombinationen der vorhandenen Messungen verwendet
werden.

Beispiel 3.5:
Betrachtet werde das folgende nichtlineare System erster Ordnung

Tp—1 = 05.7}k + 1.5
(<:> Tpt1 = 2x), — 3)
0 |$k| <1
Yk = rp—1 x> 1

Dies ist offensichtlich nicht mit einer Messung beobachtbar, denn fiir
alle |xp_1| < 1 ist yx—; = 0 und somit sind die nachfolgenden xj nicht
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anhand einer zuriickliegenden Messung zu unterscheiden. Es ist aller-
dings auch zu ersehen, dass sich alle Zustédnde mit |zg_| > 1 anhand
einer Messung unterscheiden lassen.

Verwendet man eine Ausgangshistorie mit N = 2 Messungen, so ergibt
sich eine Beobachtungsabbildung” Y(x1) = [yr_1 , yr_o]?, deren Bild-
bereich in Abbildung 3.2 dargestellt ist. Im Anhang B.2 ist nachzulesen,
wie sich diese berechnen lisst.

Yr—2

-4 T = —1

\ \ Yk—1
T — —13

Ik:—5

Abbildung 3.2: H = Y(R) € R?

Nach detailreicher Auswertung mit zahlreichen Fallunterscheidungen
(auf deren Angabe hier verzichtet wird) ergibt sich
\V(xr) — V(x})| > 0.08|z — x| Vg, ), . (3.13)

Somit ist das System nach Definition 2.3.1 beobachtbar.

Die Umkehrabbildung ist durch die Gleichung

Q:H—R
Yr—1 — 1 Yr—1 < —4,Yp—2 = 0.5yp_1 + 2
Yr—1 — 1 4 <yp1<0,y,2=0
T =—3+2 3.14
F 2(yp—2 —0.5) Y1 =0,0 <y <1 (3.14)
2(Yk—2 — 0.5) yr—1 > 0,yk—2 = 0.5y,_1 + 1
definiert.

Die explizite Betrachtung der Grenzen auf der rechten Seite ergibt sich,

TFiir autonome Systeme werden die Bezeichnungen )(z) bzw. Q(Y) verwendet.
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da die Umkehrabbildung nur in H, d.h. fiir mégliche Historien des Sy-
stems, definiert ist. In diesem Beispiel liegen redundante Informationen
vor, da in der ersten und letzten Zeile von (3.14) sowohl y;_; als auch
Yk—2 ungleich 0 sind und somit zur Berechnung von z; verwendet wer-
den konnten.

Im Abschnitt 3.3.2 wird dieses Beispiel fortgesetzt und gezeigt, wie im
Einschwingvorgang des Beobachters der Schétzwert 2, gebildet werden
kann. 0

Solche redundanten Informationen treten stets auf, wenn N > N* Messungen
verwendet werden.

3.3 Vom Beobachtungsprinzip zum Beobachter

Ein Beobachter ist ein System, welches aus den messbaren Signalen des zu beob-
achtenden Systems, dessen interne Zusténde rekonstruiert. Er ist dadurch ausge-
zeichnet, dass er die beiden Eigenschaften Konvergenz und Konsistenz (siehe z.B.
[18]) besitzt, auf diese wird am Ende dieses Kapitels eingegangen.

Folgend wird dargestellt, wie der Beobachter konzipiert werden kann. Hierzu wird
als erstes eine Moglichkeit fiir die Speicherung der Ein- und Ausgangssignale an-
gesprochen. Anschliefend wird gezeigt, dass die Umkehrabbildung der Beobach-
tungsabbildung erweitert werden muss, falls N > n ist.

3.3.1 Der Beobachter

Wie in Abschnitt 3.1 gezeigt wurde, kann man den Zustand des Systems aus den
E/A Historien und der Beobachtungs-Umkehrabbildung berechnen. Dazu miissen
die Historien gespeichert werden (vgl. Abbildung 3.1). Dies lésst sich durch lineare
Filter (sogenannte Dead-Beat-Filter oder Schieberegister) realisieren. Mit

0 --- 0 0 0 1
1 . 0 0 0
F _— .. . s g _—
0 1 0 0 0
0 1 0 0]
sind diese definiert als
Uk = FUk_l + gup—1 (3.15)

Y, = F{/kfl‘i‘gykfl - (3.16)
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Die Zustéande U'k und ffk sind Schéitzwerte fiir die Eingangshistorie U, und die
Ausgangshistorie Yj. Ersetzt man in der Umkehrabbildung (3.6) die Argumente
(Ug, Yy) durch (Uy, Yy) so erhélt man den Zustandsschitzwert

o= QU Y1) . (3.17)

Dabei ist Q eine (um den Definitionsbereich H erweiterte) Realisierung von @Q, die
im nachfolgenden Abschnitt genauer behandelt wird.

Die Gleichungen 3.15, 3.16 und 3.17 stellen den vollstandigen Beobachter dar, fiir
diesen wird folgend die gekiirzte Darstellung

Q: (U, V)1 = FU, V)i + g(ug, yi) (3.18)
iy = Q(Uy, Yx)
verwendet. Er ist in Abbildung 3.3 dargestellt. Dass es sich hierbei tatsédchlich um

einen Beobachter im herkommlichen Sinne handelt, wird in Abschnitt 3.3.3 durch
den Nachweis seiner Konsistenz und Konvergenz gezeigt.

Uk Yk

ffffffffffffffffffffffffffff

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 3.3: Beobachterdarstellung

3.3.2 Erweiterte Umkehrabbildung Q

Durch die Anfangszusténde der Filter konnen innerhalb der ersten N Messzyklen
Beobachterzustéinde (U ,Y) € ‘H auftreten. Um auch solchen Werten eindeutig
einen Zustandsschéitzwert zuordnen zu konnen, definieren wir die erweiterte Um-
kehrabbildung

Q : RY xRY —R"
QUY) =i
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mit

AP UY) (UY)eH
Q)= { Q0N e
Dabei kann die Definition von Q(U,Y) fiir (U,Y) € H im Prinzip beliebig vor-
genommen werden. Eine Moglichkeit ist z.B. eine Abbildung von Y auf ein Y* €
Y(U,R")
P(U,-) RY — Y(U,RY)

P(UY) = Y*

mit nachfolgender Anwendung von Q(-, ). Dies liefert

Dieses Vorgehen wird im folgenden Beispiel angewandst.

Beispiel 3.6:

Hier wird die Realisiserung des Beobachters fiir das homogene Beispiel
3.5 betrachtet. Durch verwenden eines Dead-Beat-Filters der Dimensi-
on 2, konnen beim Einschwingvorgang Zusténde Y;, € H auftreten. Die
notwendige Erweiterung von der Umkehrabbildung wird nun mit der

Projektion
P: R? —H
v
Yf; 7O <0
P =4 =

* ~

. v >0

_Yk@)_ k=

erreicht. Dies ist fiir YV < 0 eine senkrechte Projektion und sonst eine
waagerechte Projektion aller Zustéinde auf H. Das % steht dabei fiir
einen Wert, der nicht berechnet werden muss, da er in der erweiterten
Umkehrabbildung

Q: R? — R

v -5 v <o
i =QPPM)) =< 4P -5 Y >0uwmdV® >0
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nicht benotigt wird.
Wohlgemerkt ist dies nur eine mégliche Projektion die verwendet wer-
den kann, moglich wére auch eine Projektion der Art

PY) =Y+ —1Ta(V})

Dabei ist a(Y},) ein MaB fiir den Abstand des Punktes Yj, entlang der

Projektionsrichtung [1, —1]T von H. Die Erweiterung mit dieser Pro-
jektion wére in diesem Beispiel Lipschitz-stetig. Dies hitte den Vorteil,
dass kleine Anderungen in Y, auch zu kleinen Anderungen in #;, fithren
wiirden. Aber die Berechung von Zj, = Q(P(Y},)) wiire nicht so einfach,
da fiir jeden Geradenabschnitt in der Abbildung 3.2 der Bereich, der
auf ihn projiziert wiirde, berechnet werden miisste. O

Wie im Beispiel schon angedeutet, konnen bei einer Projektion Spriinge auftreten.
Dies hat zur Folge, das Q nicht Lipschitz-stetig ist.

Im Anhang A.2 wird ein Ansatz vorgestellt, mit dem eine Lipschitz-stetige er-
weiterte Umkehrabbildung @)pr berechnet werden kann. Diese Lipschitz-stetige
Fortsetzung QQrr von @) benétigt lediglich die zuvor gezeigte Lipschitzstetigkeit
von Q.

3.3.3 Konsistenz und Konvergenz des Beobachters

Zwei Eigenschaften die ein Beobachter haben muss, sind Konsistenz und Kon-
vergenz. Folgend wird gezeigt, dass der Beobachter nach Gleichung (3.18) diese
Eigenschaften besitzt.

Satz 3.3.1. Der Beobachter §) ist konsistent zu dem System X, d.h. zu jedem
Anfangswert xy, des Systems und jeder Steuerfolge {ux} gibt es jeweils Anfangs-
zustinde (U,Y )y, € H des Beobachters, so dass Ty = xx ¥ k > ko gilt.

Beweis 3.3.1. Die Gleichungen 2.6 und 2.7 sind beide fiir das System > an-
wendbar. Somit kann fiir beliebiges x, und eine Eingangshistorie Uy, das System
riickwirts iteriert werden. Hierdurch erhélt man dann die Historien Y(Uy,, xx,) und
Uy,, welche nun als Startwert Uko = Uy, und ffko = Y(Uy,, xr,) des Beobachters
verwendet werden.

Auf Grund der Beobachtbarkeit folgt aus diesen Startwerten fiir den Beobacht-
erschiitzwert &y, = x,. Hierbei wird nicht die erweiterte Umkehrabbildung Q(, -)
bendtigt, da die Startwerte eine echte Systemhistorie darstellen und Q(-, -) fiir die-
se definiert ist.

Der Beobachter wird nun einmal iteriert, indem yg, = h(xy,) verwendet wird. We-
gen der Eindeutigkeit der Losung sind die Historien im Beobachter nun auch zu
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To+1 Konsistent, d.h. zy, 11 = Q((Afkﬁl,}}koﬂ). Per Induktion folgt auf die gleiche
Weise 2, = x;, fiir alle & > k. O

Satz 3.3.2. Der Beobachter ) ist konvergent zu dem System X, d.h. fiir beliebige
T, € R™ und (U,Y )i, € RY x RN und jede Steuerfolge {uy} gilt

Beweis 3.3.2. Dem Beobachter liegen nach N-Messungen die richtigen Ein- und
Ausgangshistorien vor. Aus den richtigen Historien bestimmt der Beobachter stets
den exakten Wert Zy = xx. Somit ist |z, — x| = 0 fur alle & > kg + V. O
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Kapitel 4

E/A-Modellierung

In diesem Kapitel wird, auf der Grundlage des im Kapitel 3 hergeleiteten Beob-
achters, ein Ein/Ausgangs-Modell fiir das System ¥ angegeben. Ein E/A-Modell
verwendet nur zuriickliegende Werte der Eingangs- und Ausgangsgrofien als (in-
terne) Zusténde.

Solche Modelle sind u. a. dann von Interesse, wenn man das Systemverhalten
experimentell aus gemessenen Ein/Ausgangsverlaufen (numerisch) nachbilden will.
Um das tun zu konnen, wire zunéchst zu kléaren ob bzw. wann dies grundsétzlich
moglich ist und wie eine geeignete Modellstruktur aussieht. Dazu liefert dieses
Kapitel Antworten. Uberdies sind E/A-Modelle fiir Regelung mittels Beobachter
insofern begiinstigt, weil fiir sie der Beobachter-Entwurf besonders einfach ist.

4.1 Vom Zustands-Beobachter zum E/A-Modell

Ausgangspunkt ist die Idee:
Jeder (konsistente) Beobachter kann als Modell verwendet werden.
Dies lasst sich folgendermafien zeigen.

Die Abbildung 4.1 zeigt einen Beobachter €2, dessen Zustand mit z, bezeichnet
wird, der aus den Messwerten von u; und 1 des Systems X einen Schétzwert Ty
fiir den Systemzustand bestimmt.

Bei einem (konsistenten) Beobachter gibt es zu jedem Anfangszustand zg des Sy-
stems einen Anfangszustand zy des Beobachters, so dass Z;, = xp Vk > 0 gilt und
folglich auch g = yx.

Bei Beobachtern, wie z. B. der Luenberger Beobachter [12], die ein Modell des Sy-
stems verwenden, ist sofort klar, dass es solche Anfangswerte gibt und auch, dass es
fiir alle Anfangswerte des Beobachters entsprechende Systemstartwerte gibt (diese
miissen lediglich identisch sein).

35
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| O
Uk Ye
> o,
Ty
2
g
Q =
Ty

Abbildung 4.1: Allgemeine Darstellung eines Beobachters

Wenn in €2 nun ein konsistenter Anfangszustand zg vorliegt, der zu Ty = x fiihrt,
dann kann (wegen g = yi) anstelle von y; auch g, auf den Eingang des Beobach-
ters gelegt werden, ohne dass sich die Trajektorie des Beobachters verdndert. Dies
ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Somit erhilt man letztlich ein Modell, welches
dieselben E/A-Verldufe generiert, wie X.

2

U/k Q > }

Abbildung 4.2: Beobachter verwendet als Modell des Systems

Der in Kapitel 3 hergeleitete Beobachter ist konsistent. Er ldsst sich daher auf
die beschriebene Weise zur Bildung eines Modells verwenden. Zur Unterscheidung
werden die Zustiinde des Modells nun mit UM und V¥ und der Ausgang mit y!
bezeichnet, folglich ergibt sich

M: (UY)h = FUYR +g(u ) (4.1)
w' = hQUY, VM)

als Gleichung fiir das Modell. Abbildung 4.3 stellt das Modell als Blockschaltbild
dar. Aus der Gleichung (4.1) und der Definition fiir F, g ist ersichtlich, dass die
Zusténde (U, Y)M des Modells nur zuriickliegende Werte von u, und y enthalten.
Es handelt sich bei diesem Modell also um ein echtes E/A-Modell.

Ein Historienabschnitt (U,Y) des Systems ¥ ist Element eines linearen Vektor-
raums RY x RY. Wie in Kapitel 3 gezeigt, kann die Menge H aller moglichen
Historien den RY x RY voll oder auch nur zum Teil ausfiillen. Man spricht deshalb
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UM ~ N\ Y
h Speicher—" N (oY e @ ¢

v .
————1Speicher

Abbildung 4.3: E/A-Modell des Systems

von einer Einbettung von H in den RY x RY(H c RY x RY). Da das Modell, mit
entsprechenden konsistenten Anfangsbedingungen (U, Y)% € 'H, jede Historie aus
‘H eigenstidndig generiert, sagt man auch:

) ist Teil von M, bzw. ¥ ist eingebettet in M.

Eingebettet deshalb weil M u. U. auch andere Losungen (Historien die nicht in H
enthalten sind) haben kann. Diese entstehen bei systeminkonsistenten Anfangsbe-
dingungen (U,Y)p! € H.

Lemma 4.1.1. Sei ¥ eingebettet in M und zu einem beliebigen Anfangszustand
zg, € R™ von 3 sei (U, Y)% € H ein zugehiriger Anfangszustand von M, so dass
sich bei beliebigem und fiir X3 und M gleichem Eingangssignal {ug}72,,

Y = yljcw k > ko
ergibt. Dann gilt fiir die Zustinde von 3 und M
= QUY, VM) k> k.

Beweis 4.1.1. Der Beweis erfolgt analog zu dem Beweis der Konsistenz des Be-
obachters (Satz 3.3.1), also mittels Konstruktion von (U,Y)}! und Iteration des
Modells. Daher sei hier auf Beweis 3.3.1 verwiesen. U

Die Einbettung von ¥ in M bedeutet i. a. nicht, dass umgekehrt auch M in X
eingebettet ist. Es gibt Anfangszusténde (U, Y)% € 'H des Modells, zu denen es
keinen Anfangszustand xy, des Systems mit y/ = vy, gibt. Das Modell kann in
diesem Fall ,mehr* E/A-Verlaufe generieren als das System.

Beispiel 4.1:

Ein einfaches Beispiel liegt in der Abbildung 4.4 vor, wenn ¥’ Teil von
M ist und y;, = 0 eine der Losungen von ¥’ ist. Im linearen Fall kann
man sich X als nicht steuerbares Teilsystem von M vorstellen. 0
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********************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 4.4: Einbettung

Wie beim Beobachter kénnen fiir das Modell nun die Félle unterschieden werden,
wieviele Messwerte (Speicherwerte) N verwendet werden.

Bei beobachtbaren, linearen Systemen sind N = n Messungen immer ausreichend,
um das System beobachten zu konnen. Folglich werden Speicher der Ordnung n
fir das Modell benétigt und es gilt H = R” x R” und H = 0.

In Anhang B.4 wird fiir ein lineares System das Modell gebildet und gezeigt, dass
in dem Modell die gleichen Eigenbewegungen auftreten wie in dem System und
dass sie beide die gleiche Ubertragungsfunktion haben.

Wenn das System nur mit N > n Messungen beobachtbar ist, gibt es (wie in
Kapitel 3 fiir den Beobachter gezeigt) in dem Modell Anfangsbedingungen, die
keine E/A-Historie sind. Aus diesen Zustanden kann das Modell Verldufe erzeugen,
die nicht von dem System gebildet werden konnen, somit liegt hier eine Einbettung
vor und es gilt H # RY x RV,

Lemma 4.1.2. Ein Modell nach Gleichung (4.1) ist Lipschitz-stetig in (U, Y)M
und ug, wenn h(-) und Q(-,-) Lipschitz-stetig sind.

Beweis 4.1.2. Es sei A§ = (U — U,Y — Y)M die Differenz von zwei beliebigen
Zustinden (U, Y)M (U, V)M € RY x RY des Modells und Auy, = wu;, — 4 die
Differenz zweier beliebiger Eingangssignale. Dann gilt

Agn = FUY)Y +g(uk,h(Q(~Ué‘”,YkM)))
_F(Uv Y)l]c\/[ - g(akj h(Q<UI£\4>YkM))) ~
= FA& +9(Auk,h(Q(U1§w’YkM)) - h(Q(ﬁiya?ka
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Mit den Lipschitz-Bedingungen an h(-) und Q(-,-) ergibt sich hierfiir

|A&r] < |F|[A| + [g]|LnLol| A&k| + |g]| Aug (4.2)
< ([F|+[glLnLq) (|A&| 4 |Auy]) (4.3)
L;od

Folglich ist das Modell Lipschitz-stetig in (U, Y )M und wy, mit der Lipschitzkon-
stanten Ljs.q, wenn die erweiterte Umkehrabbildung Lipschitz-stetig ist. U

Ein so erstelltes Modell ist in der Lage, alle Systemtrajektorien nachzubilden, somit
kann es unter anderem verwendet werden, um eine Préadiktion fiir den Verlauf
des Systemausgangs zu machen. Dazu miissen lediglich die E/A-Messungen vom
System in das Modell iibertragen werden und dieses kann dann die ndchsten Werte
des Ausgangs berechnen.

Wird das Modell zur Pradiktion verwendet, so wird es mit den Messwerten der
Strecke initialisiert. Diese Messungen konnen aber fehlerbehaftet sein, so dass die
Initialwerte (U, Y)% nicht in H liegen. Damit das Modell aber einen moglichst
reellen Verlauf des Systems erzeugt, ist es notwendig, dass der Abstand zwischen
der Modelltrajektorie (U, Y)Y und H mit der Zeit abnimmt. Dass es ein solches
Modell gibt, wird im néchsten Abschnitt gezeigt.

Beispiel 4.2:
Fiir das System aus Beispiel 3.3
1)

[xm] = e
@ k+1 xf) + Uy
gy = ay’ (4.4)

wird die Modellierung nach dem beschriebenen Verfahren durchgefiihrt.
Da es mit N = n = 2 Messungen beobachtbar ist, ist es fiir das Modell
ausreichend, Speicher der Ordnung 2 zu verwenden. Mittels der Um-
kehrabbildung nach Gleichung (3.11) und mit Gleichung (4.4) erfolgt

i = h(QUi, Yi)) = Y1 + 0(© " (Wro1 — Yk—2) + ur—2) . (4.5)

Bei dem Modell werden nun die Historien U, und Y}, durch die Zusténde
der Filter UM, VM € R? ersetzt und somit ergibt sich

0000 10
U,ﬁl |1 000 U,ﬁ” n 0 O] |ug
Yk]‘fl 10 0 0 O YkM 01 y,i”
0010 00
yljfw = YkM(l) + 90(9071<YkM(1) - YkM(2)) + UéW(?))

als Ein/Ausgangsmodell des Systems. 0



40 KAPITEL 4. E/A-MODELLIERUNG

4.2 Stabile und instabile Einbettung

Bei einer ,echten® Einbettung des Systems (d.h. H # ) werden vom Modell
in der Regel auch Historien (U,Y)¥ erzeugt, die auf Dauer nicht in H liegen.
Zwar schwingt der Beobachter in endlicher Zeit ein, aber da das Modell durch
eine Riickkopplung erzeugt wird, haben die Anfangswerte einen Einfluss auf den
weiterne Verlauf. Genau genommen handelt es sich dabei um die Frage nach der
yinternen Stabilitdt“ des Modells. Diese kann als Stabilitdat im Sinne von Lyapunov
definiert werden, wenn man den Ursprung durch die Menge H ersetzt. Vorteilhaft
ist exponentielle Stabilitdt nach folgender Definition.

Definition 4.2.1. Eine Einbettung von > in M wird exponentiell stabil genannt,
wenn es cg > 1 und 0 < ap < 1 gibt, so dass fir beliebige (U, Y)% € RN x RV
und {uy}

dist{(U,Y ), H} < cpaly ™dist{(U, Y}, H}Y V> ko (4.6)
gilt.

Dabei bezeichne dist((U,Y)M ‘H) den Abstand des aktuellen Modellzustandes
(U, Y)M zum Teilraum H aller Historien, welche das System besitzen kann. Dies
wird als exponentiell stabile Einbettung bezeichnet, man sagt auch:

‘H ist ein Attraktor von M.

Die Stabilitdt der Einbettung hédngt von der Erweiterung der Umkehrabbildung
ab. Dass die Erweiterung zu einer stabilen, als auch zu einer instabilen Einbettung
fithren kann, wird an folgendem Beispiel gezeigt.

Beispiel 4.3:
Fiir das System 1. Ordnung

Tpoy = 2Tk + Up_y

Y = Tk

wiirden, weil es linear ist, Filter 1. Ordnung ausreichen. Da aber stabile
und instabile Einbettung gezeigt werden sollen, werden Filter 2. Ord-
nung verwendet, d.h. Y, = [yk_l , yk_g}T und U, = [Uk—1 , Uk_Q}T.
Dies fithrt somit zu der Beobachtungsabbildung

YUy, x) = m xk+{ 1 1 . (4.7)

2up_1 + Up—2
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Die Abbildung Y(U,R) entspricht einer mit z;, parametrisierten Ge-
raden im R2, die den Richtungsvektor [2 , 4}T und den Ortsvektor
[uk_l s 2u;€_1 + uk_g]T hat.

Setzt man die rechte Seite von Gleichung (4.7) mit der gemessenen
Ausgangshistorie Y} gleich, so erhélt man 2 Gleichungen fiir die Be-
stimmung des skalaren Zustandes x. Aus diesen lassen sich die beiden
Bestimmungsgleichungen

1 1
: = —Yp_1— —Up_ 4.8
Ql,o Tk ka 1 2uk 1 ( )
1 1 1
Qo : Tk = Yrk-2 T k-2 = Uk (4.9)

fiir z; ermitteln. Folglich kann, mit o + # = 1, jede Kombination der
Art

0 1 1 —l—ﬂl 1 1
aB . T = ol =yYp_1— —Up_ —Yp—2 — —Up—g — —Up_
B k 2yk1 2k1 4yk24k2 2k1

— {% : ﬂ Y + [_@ : _g] Uk (4.10)

als mathematische Beschreibung der Umkehrabbildung Q. s(Uk, Y%)
verwendet werden. Dabei ist zu beachten, dass die Umkehrabbildung
Qa.5(Uk, Yr) den Definitionsbereich (U,Y); € H hat.

Fiir die Erweiterung ist es hier méglich, bei Beibehaltung der Gleichung
(4.10) mit Qo s(Us,Ys) statt Qu5(Us, Y), den Definitionsbereich auf
R? x R? zu erweitern.

Bei dieser erweiterten Umkehrabbildung gilt fiir (U,Y), € H und

(a1, B1) # (a2, B2) im allgemeinen

@m,ﬂl(Uk?Yk) 7é Qa2ﬂ2(Uk7 Yk) >

d.h. je nach Wahl von « und g ergibt sich eine andere Erweiterung.
Fiir die Erstellung des Modells werden die Historien Uy und Y) durch
die Modellzustéinde U} und VM ersetzt. Fiir den Ausgang des Modells
erhalten wir wegen y = 7, und aus (4.10)

~ 1 B o pllUM
M_Q UM yMy—|_~ 2 @ _Hk} . (4n
Yk Qas(Up", Yy") 5 T4 90 4| |vM ( )

Dies kann in die Modellgleichung 4.1 eingesetzt werden, so dass sich
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die Modelldarstellung

0 0 0 0 1
U,ﬁﬂ 1 0 00 [U,ﬁ”} 0
= o —|— u
b =2 Sy g B o
0 0O 1 0 0
Anm By
UM
M «Q
W= [ -4 g 9 A
Chr

ergibt. Die Eigenwerte des Modells lassen sich mittels des charakteri-
stischen Polynoms der Matrix A,; berechnen.

P(z) = det(z] — Ay) = 2* — %,23 - 522

Zwei Eigenwerte bei 1 = 0 sind vom Eingangsfilter und die anderen
Eigenwerte sind

1
M1 = B
1 1
pe = Sla- 1) = Bl
Dabei entspricht puy, = % dem Eigenwert des Systems, wobei dieses
riickwérts in der Zeit gegeben war und o = —% ist abhéngig von der

Wahl von « und g fiir die Umkehrabbildung.

Fiir das Modell ergibt sich fiir |3| > 2 ein instabiler Eigenwert und so-
mit eine instabile Einbettung. Fiir || < 2 ist die Einbettung hingegen
stabil und die Modelltrajektorien konvergieren gegen die Systemtrajek-
torien. Insbesondere ergibt sich fiir § = 0 eine Dead-Beat-Einbettung,
d.h. das Modell befindet sich nach einem Schritt in H.

Fiir die Konvergenz der Modelltrajektorien ist zusétzlich noch wich-
tig, dass Modell und System die gleiche Ubertragungsfunktion Guy(2)
besitzen. In diesem Beispiel ist

N =

Guy<z) = CM(ZI — AM)ilBM = —

T
)

sowohl fiir das Modell, als auch fiir das System, dabei ist zu beachten,
dass das System riickwérts in der Zeit gegeben ist.
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Der Effekt, der durch die Erweiterung von Q,(-,-) auf Qaﬁ(-, -) er-
reicht wird, ldsst sich auch als Projektion von (U,Y)M auf H, mit
nachfolgender Anwendung von Q, (-, ), deuten:

Die erweiterte Umkehrabbildung definiert einen Zustand z; als

i’k = Qa,ﬂ(Uli\/[7YkM)

Zu diesem Zustand und der Eingangshistorie UM gehort die Ausgangs-
historie

VM = YUY, )

Folglich ist (U, Y)M € H,d.h. (U,Y)" ist auf H projiziert. Anwendung
von Qu5(+,-) auf (U,Y)M ergibt nun

Qa,B(UIiV[7YkM) = T
Die Auswertung von
f/kM = y(Uli\/lac?a,ﬂ<Uk]:w7YkM))

liefert, in diesem Beispiel, nach einigen Rechenschritten

. —3 uM
e Y IR

-
P YU YM)

Somit kann nun fiir jedes Paar «, (8 die Projektionsrichtung p und auch
die Linge der Projektion (|p|[v(UM,V,*)|) bestimmt werden. So wird

z.B. bei Gleichung 4.8, mit & = 1 und § = 0, parallel zu YkM(z) und bei
Gleichung 4.9 parallel zu YkM(l) projiziert. 0

4.2.1 Existenz einer stabilen Einbettung

Am letzten Beispiel ist zu sehen, dass die Stabilitéit der Einbettung von der Erwei-
terung der Umkehrabbildung abhéngt. Wiinschenswert wére es sicherlich, immer
eine stabile Einbettung zu haben. Dies wiirde sicherstellen, dass der Modellzustand
gegen die Menge H aller Systemhistorien konvergieren wiirde. Bei einer instabilen
Einbettung gidbe es Modellverlaufe, die nicht gegen die Menge H konvergieren,
folglich konnen die Abweichungen immer grofler werden, wenn das Modell iteriert
wird. Somit kénnten selbst kleine Abweichungen durch Messfehler, beim Messen
der Ein- und Ausgénge des Systems, oder durch numerische Rundungsfehler, beim
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Ubertragen der Messwerte in das Modell am Rechner, vergréfiert werden. Der Mo-
dellverlauf wire nicht mehr mit einem Verlauf des Systems zu vergleichen.

Wenn die Einbettung hingegen stabil ist, dann verschwinden diese Abweichungen
und der Modellverlauf entspricht nach einiger Zeit einem Systemverlauf.

Hier soll nun dargestellt werden, dass es stets mdoglich ist, eine stabile Einbettung
zu gewahrleisten, derart, dass der Modellverlauf nach endlicher Zeit exakt einem
Systemverlauf entspricht. Dies wird mittels einer Riickfithrung S((U,Y)¥) reali-
siert (s. Abb. 4.5), welche nicht-systemkonsistente Zustdnde des Modells in einem
Schritt auf systemkonsistente Werte bringt.

Wenn die stabile Einbettung in einem Schritt mdoglich ist, ist auch klar, dass es
in mehreren Schritten exakt moglich ist, aber wegen der einfacheren Betrachtung
wird in dieser Arbeit nur auf die stabile Einbettung in einem Schritt eingegangen.

——

20 y]]gw
Uk g
M &
oM, Y
5
60

Abbildung 4.5: Stabilisierung der Einbettung durch Riickkopplung S((U,Y)¥)

Den Zustandsraum des Modells kann man sich in 2 Bereiche unterteilt denken und
zwar in H und H. Wenn fiir den aktuellen Modellzustand (U,Y)}! € ‘H gilt, dann
muss S((U, Y)% ) = 0 sein, da H invariant fiir das Modell ist und eine echte Sy-
stemtrajektorie erzeugt werden soll. Wenn (U, Y)p € ‘H ist, dann sorgt S((U, Y)p)
dafiir, dass (U,Y)M mit k > ko in H liegt, fiir alle weiteren Schritte generiert das
Modell dann echte Systemtrajektorien.

Eine Moglichkeit eine stabile Einbettung zu erhalten, ist, wie bei der Erweiterung
der Umkehrabbildung, alle Zustiinde (U,Y)M € H auf H zu projizieren, diese
Werte in die Filter zu schreiben und dann mit diesen weiterzurechnen. Dies hat
aber den Nachteil, dass das Modell nicht mehr unbedingt Lipschitz ist, sondern
Spriinge in (U, Y)¥ auftreten kénnen. Dieses Vorgehen wird im Anhang B.5 kurz
erlautert.

Eine weitere Moglichkeit, um eine stabile Einbettung zu erhalten, wird durch fol-
gendes Lemma beschrieben.
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Lemma 4.2.1. Es sei Qpr eine Lipschitzstetige Fortsetzung der Umkehrabbildung
Q. Dann gilt: X3 ist stabil eingebettet in das E/A-Modell

M (U Y)W = FUY)R + (gur gy’ +S(U YD) (4.12)
' = h(Qrr(UM. VM)
(4.13)

S(UYR) = FUS,Qur(U", Vi) — Vi) (4.14)

und M* ist Lipschitz-stetig, d.h. fiir beliebige UM, UM VM VM € RN und uy, u), €
R gibt es ein Ly > 0, so dass gilt

(UY=L Y < Lu(UY = UM+ 1Y = VM + Ju, — wy])
yrt —yM| < Ly (JUM = UM+ VM - vM)

Beweis 4.2.1. Der Beweis erfolgt iiber die Konstruktion von S(-).
Zunéchst wird von dem aktuellen Modellzustand

(U, YV eH
ausgegangen. Diesem kann mittels der Umkehrabbildung Q) ein Zustand
iy = Qrr(UY, VM) (4.15)

zugeordnet werden.
Fiir dieses &3 kann nun mit UM und der Beobachtungsabbildung eine systemkon-
sistente Ausgangshistorie

YM =0 3y
berechnet werden, d.h. (U, Y)M € H. Nach Definition von Qpp gilt
Qur(UM, VM) = Que(UY, V(UM #4)) = &
so dass mit (4.15) folgt
QLF<U1£W:?1<;M) = QLF(Ulf;\/IvykM)
sowie

ye! = hQrr(UM, VM) = MQrr(UY. VM) . (4.16)
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Der Zustand (U,Y)) wire also derjenige Modellzustand, der der E/A-Historie des
Systems mit dem Zustand zj entspricht. Um die dadurch spezifizierte Trajektorie
fortzusetzen, braucht man als zeitlich néchsten Modellzustand

(U.Y )i = FUY) y + (gur, gy’) (4.17)
also insbesondere
Vi = PV gy
= FYM + gy + FYM =Y
N—— — ————
Iteration des urspriinglichen Zustands  Stabilisierungsterm S((U,Y)M)

Durch Vergleich mit Gleichung (4.12) erhilt man in M* genau dann VM, = Y},
wenn S((U,Y)M) = F(YM — Y M) ist, also

S(UYR) = FIYU, Que(U, Y1) =Y} (4.18)

Die somit erreichte Einbettung ist stabil, da nach Gleichung (4.17) das Modell
nach einem Schritt einen Zustand (U,Y )M € H erreicht.
Fir (U, Y)Y € H ist

YU, Que(U, VM) = Y
und somit nach Gleichung (4.18)
S(UY)) =0,

also hat die Stabilisierung keinen Einfluss auf den Modellverlauf, wenn der Mo-
dellzustand (U, Y)Y € ‘H ist. Folglich erzeugt das Modell dann eine echte System-
trajektorie (vgl. Lemma 4.1.1).

AuBlerdem ist das Modell mit Einbettung Lipschitz-stetig, da alle rechten Seiten der
Berechnungen ebenfalls Lipschitz-stetig sind. Im Anhang A.3 ist ein ausfiihrlicher
Beweis fiir die Lipschitz-Stetigkeit durchgefiihrt. 0

Eine asymptotisch stabile Einbettung, die nicht in endlicher Zeit einschwingt, kann
ebenfalls aus der einschrittigen Stabilisierung bestimmt werden.Wie dies geschehen
kann, ist in Anhang B.6 nachzulesen.



Kapitel 5

Regelung

Ausgehend von einem Regelgesetz (Zustandsvektorriickfithrung) uy = K(zy) fur
das System, welches den exakten Zustand des Systems bendétigt, wird mittels Mo-
dell und Beobachter ein Regelgesetz erstellt, fiir welches die Messung des Ausgangs
yr und des Eingangs u; des Systems ausreicht.

5.1 Zustands-Vektor-Riickfithrung (ZVR):
Von der ZVR fiir ¥ zur ZVR fir M

Definition 5.1.1. Fiir das System

Y Tpy1 = f(xk‘uuk) y Lk

ye = h(w)
heif$t das Regelgesetz (ZVR fiir %)
up = K(xp)
exponentiell stabilisierend, wenn es c,a > 0 gibt, so dass

a(k—ko

|ul, |k < ce™ Nkl k> ko (5.1)

qgilt.

Ausgehend von einem Regelgesetz ur, = K (xy), welches das System X nach Defini-
tion 5.1.1 exponentiell stabilisiert, kann mit Hilfe der erweiterten Umkehrabbildung
Qrr(UM VM) ein Regelgesetz fiir das Modell des Systems bestimmt werden.

47
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Lemma 5.1.1. Es sei S((U,Y)M)) die einschrittige Stabilisierung der Einbettung
nach Lemma 4.2.1. Fir das Modell

M: (UYL = FUOYR + (' gy +S(UY)RD) (U Y)y (52)

ve = MQue(Uy",Y"))
des Systems X3, ist das Regelgesetz (ZVR fiir M)
UkM = K(QLF(UI?/[’ YkM))

exponentiell stabilisierend.

Beweis 5.1.1. Ausgehend von den Lipschitzeigenschaften von h(-) und Qpp(-,-),
sowie der Gleichung (5.1) gilt

cLal(U,Y )i

LyLl(UY )iy

[ty |

<
lyal| <

Mit der ersten Abschéatzung und der Lipschitz-Stetigkeit des Modells nach Lemma
4.2.1 folgt unter Verwendung von |U| + |Y| < 2|(U,Y)|

(U Y )igaa| < Laa(2+ cLo) [(U,Y )ig
—— ——

Cc1

AuBlerdem (auf Grund der einschrittigen Einbettung) ist (U, Y)M € H fiir alle
k> ky+ 1.

Fiir k& > ko + 1 vergleichen wir den Verlauf von (U, Y)Y mit der Trajektorie des
(exponentiell stabilen) Regelkreises

Tk+1 = f(l'k, Uk) y Lho+1 = Q(U;ﬁfﬂ, Yk](\)/[—i—l)
U = K(l‘k)
yr = h(xy)

und erhalten (da M Modell von ¥ ist) rekursiv den Zusammenhang (siche Lemma
41.1)

[Q(U%vaM)anM;yéw} = [l'k,uk?yk} k> ko+1.

Fiir £ > ky + 1 ergibt sich daher

Ju| Jur| = [K ()]

ce bR D gy |
ce RV Lol (U V)

ce’o‘(k’ko’l)Lch |(U, Y)%

ININ TN
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Da e“c; > 1 ist, kann dies auch als Abschitzung fiir |uy!| verwendet werden, so
dass gilt

lup!| < eLge®cy e k)| (U, V)M k> k. (5.3)

c2

Fir kg < k < kg + N erhélt man daher

2 2 2 2
UM = \/(uﬁ{l o) (e A ety
< \/uQ{12+...+u,Q§ + UM (5.4)

und fir £ > kg + N

2

2
UM < \/ufy_l +.otud (5.5)

Verwendet man nun die Abschitzung fiir u} nach Gleichung (5.3) in den Glei-

chungen (5.4) und (5.5), so erhélt man fir kg < k < kg + N

UM] < eav/ €2 + ... + e2ali—ko)e=ob=ho) (7 y) M | 4 | M|

und fir £ > kg + N

UM| < eov/e2 + ... + e2aNe—ol—ho) ([, )M

Daraus ergibt sich die fiir alle & > kq giiltige Abschétzung

UM < Ve ..+ e2aNe ot=Rl | Y )| 4 el emalk=ko) ]
< 62\/€2a ' e?ozN+€0¢N) —a(k—ko)l(U’Y)%

~~
C3

Fiir den Ausgang y)/ erhélt man entsprechend fiir k > ko + 1

'l = [h(z0)|
Lyce™®F=Fo= Dz, ]
LycLae™ = V|(U, Y )4,
LpcLocyeE=Ro=D| (T, V).

INIAIA

Da ce®cy > 1 ist, kann diese Abschétzung auch fiir |yk | verwendet werden, so dass

lyM| < LpcLge®ey e *=k)|(U, )M k> ko (5.6)

Cq
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gilt.

Die Ausgangshistorie ldsst sich somit in &hnlicher Weise abschétzen, wie die Ein-
gangshistorie, es muss lediglich der Einfluss der Stabilisierung S((U,Y)¥) (Aus-
gangshistorie wird im ersten Schritt verdndert) berticksichtigt werden. Aus diesem
Grund muss fiir kg + 1 < k < kg + N die Abschéatzung

2 2
Y < oy Y
< Ve .4 e2alk—ko) g=elk=ko)) (T], Y)%| + creNemalh=ko) (1, Y)%

verwendet werden.
Da auflerdem

Yo | < (U Y)jg

und fir k£ > ko + NV

2 2
M < \/3/1]34—1 +o+Huly
< e/ oo 4 e2aNgmalk—ko) (1 V)

gilt, erhélt man wie zuvor die fiir alle k > ky giiltige Abschéatzung

’YkM| < \(04\/62‘1 4. e2aN cleaN)le_a(k_ko)KUa Y)%
cs

Zusammengefasst ergibt sich

(UM = (UMP?+ M)z
< (Et@)Ee U Y)M)

C6

fiir alle k& > ko, womit die exponentielle Stabilitdt bewiesen ist. O

5.2 Beobachter-ZVR (BZVR):
Von der ZVR fiir M zur BZVR fiir M und X

In diesem Abschnitt wird anstelle der Zustandsvektorriickfithrung fiir das Modell
eine Beobachter-Zustandsvektorriickfithrung fiir das Modell betrachtet. Es wird
gezeigt, dass ein solches Regelgesetz, welches nur die Messung des Ausgangs y
und des Eingangs u (aber dafiir zusétzlich einen Beobachter) benétigt, sowohl das
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Modell als auch das System exponentiell stabilisiert.
Die Beobachtung der Modellzusténde ist recht einfach, denn

Q: (Uay)k—&-l = F(U,Y)kﬂLg(umyk)

ist nach Kapitel 3 ein Beobachter fiir das Modell. Sein Zustand (U , }A/) 1 ist gleich-
zeitig ein Schétzwert fiir den Modellzustand. Dabei sind u; und y; Eingang bzw.
Ausgang des Modells. Als Kern des Regelgesetzes wird wieder die zuvor betrachtete
Zustandsvektorriickfithrung verwendet.

Lemma 5.2.1. Es sei M das Modell aus Lemma 5.1.1. Das Regelgesetz (Beob-
achterzustandsvektorriickfihrung)

o uy = K(QL{(Uk,Yk)) (5.7)
U, V)i = F(U,Y )y + g(ur, yx)

stabilisiert das Modell M exponentiell.

Beweis 5.2.1. Der Regelkreis, bestehend aus dem Modell M und der Beobachter-
zustandsvektorriickfithrung (5.7) ldsst sich mit

ve = gK(Qrr(Us,Y2)) — gK(Qrr(UM, VM)
(AU,AY), = (U-UMy —YM),

folgendermaflen darstellen

UYL, = FOY)Y + @K QuU ), 00)  (58)
(0, ST Y)M) + (04, 0)
(AUAY)per = F(AU,AY), — (0,S((U,Y)})) (5.9)

y;]gw = h(QLF(Uk: 7YkM))

Bei Gleichung (5.8) handelt es sich um das nach Lemma 5.1.1 exponentiell stabile,
mit Zustandsvektorriickfithrung geregelte Modell, welches durch vy, ,,gestort” ist.
Aus der Gleichung (5.9) folgt zunéchst fiir & = kg

(AU, AY)ko-H = F(AU’ Ay)ko - (07 S((U’ Y)%))

Fiir k > ko+ 1 ist (U,Y)M € H (einschrittige Einbettung, vgl. Beweis von Lemma
4.2.1), folglich S((U,Y)M) = 0 und somit

(AU, AY);, = FF R Y AU AY )1 - (5.10)
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Aus der Betrachtung zu der Gleichung (A.6) in Anhang A.3 ldsst sich

IS(UY )l < (Lp+ LpLo)|Ug | + (1 + LpLg)| Yy |
< g(LB + LpLg) + (1 + LBLQ)N(U, Y)%

~~
cr

herleiten und somit folgt aus Gleichung (5.10)

< |(AU AY)k0’+C7‘(U Y)M| ko <k <ky+ N

k> ko + N (5-11)

(AU, AY )| {

Die sogenannten Storung vy, léasst sich wie folgt abschétzen

os < lgle(1Qur Tk Vi)l + 1Qur (U, Y1)
< eLo(I(U. V)l +1(U 1))
< 2eLo((UY) |+ (AU, AY)))

Hierfiir ergibt sich mit Gleichung (5.11)

ol { < 2eLo(|UY )] + (AU AY i) + el YY) ko <k < ko + N

=0 k> ko + N (5.12)

Aus Gleichung (5.8) mit Gleichung (5.12) und der Lipschitz-Stetigkeit des un-
gestorten Modells nach Lemma 4.2.1 folgt

(UY)l < Lu((U+ VY] + K (Que (U, YiM))I)
+2cLo(|(U,Y )| + [(AU, AY )i, | + er (U, Y )ig])
< (2Lw + LyreLg + 2cLaer) ([(U Y )| + [(AU, AY )y | + (U, Y)jg)-

~
p1

Durch Iteration dieser Ungleichung folgt fiir alle k = kg, ..., kg + N

k—ko

(UY] < oy U YR+ ( Zm (AU, AY )| + (U, Y) )

< <p1 + Zm) WL+ (AT, AY ), )

P2

Fiir k > ko + N ist v, = 0 und daher nach Lemma 5.1.1 der Verlauf von (U,Y)M
exponentiell von der Form

(U Y)R!| < ege ™m0, Y )] vl

YEs ist bereits (AU, AY )g,+n =0, da FN=1S((U,Y)M) = 0 ist, vgl. Gleichung (4.14)



5.2. VON DER ZVR FUR M ZUR BZVR FUR M UND ¥. 53

Aus den beiden letzten Ungleichungen erhalten wir fiir alle k£ > kg
(U Y)RT] < eV pacee™*EI((U,Y )] + (AU, AY ), )
und aus Gleichung (5.11)
(AU, AY )] < (1 ep)er¥e R0, Y )] + (AU AY )y |)
Damit ist exponentielle Stabilitat bewiesen. 0

Nun soll dasselbe Regelgesetz fiir das System > verwendet werden. In diesem Falle
sind uy und y; Ein- und Ausgang des Systems ..

Satz 5.2.2. Das Regelgesetz (Beobachterzustandsvektorrickfihrung)

U = K(QLF(Uk,yk))
U, Y b1 = FU,Y )+ g(ug, yr)

stabilisiert das System Y exponentiell.

Beweis 5.2.2. Da ¥ in M eingebettet ist, gibt es zu jeder Trajektorie des Regel-
kreises eine dquivalente Trajektorie (mit zx, = Q((U,Y);!) und gleichem (U, Y ),)
des Regelkreises nach Lemma 5.2.1. Der Beweis erfolgt daher aus Lemma 5.2.1. [J
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Kapitel 6

Abschlieflende Betrachtung und
Ausblick

Ziel dieser Arbeit war es, aus einem Beobachterkonzept [3] ein Konzept fiir ein
E/A-Modell zu erstellen. Da das Beobachterkonzept im kontinuierlichen ledig-
lich zu einem endlich genauen Beobachter fiihrt, wurde das Konzept auf dis-
krete Systeme angewand. Hierzu wurden die entsprechenden Voraussetzungen an
das System an die diskrete Betrachtung angepasst. Diese Betrachtung fiihrte zu
der Erkenntnis, dass eine bestimmte (vom System abhéngige) Anzahl (N) von
Ein/Ausgangsmessungen am System ausreichen, um die Beobachtbarkeit sicher-
zustellen.

Hierbei ging es nur um das Konzept, d.h. es wurde kein bestimmtes Entwurfsver-
fahren vorgestellt, das i. a. anwendbar ist, sondern nur im Prinzip gezeigt, welche
Struktur der Beobachter haben miisste. An einzelnen Beispielen wurde verdeut-
licht, dass der Entwurf nicht allgemein auf ein und dieselbe Art durchzufiihren ist.
Fiir das E/A-Modell wurde die Messung des Systemausgangs durch die entspre-
chenden Werte des Beobachtes ersetzt. Durch diese Mafinahme enstehen im Modell
zusatzliche (ggf. instabile) Dynamiken, diese lassen sich aber, wie mittels der ein-
schrittigen Stabilisierung der Einbettung gezeigt wurde, stabilisieren. Somit wurde
letztlich gezeigt, dass unter den getroffenen Annahmen fiir das System immer ein
stabiles E/A- Modell entworfen werden kann. Dabei bezieht sich das stabil auf die
Einbettung des Systems in den Zustandsraum des Modells.

Auch bei der Modellierung ging es um das Prinzip und nicht um ein bestimmtes
Verfahren. Es wurde gezeigt, dass es einen mathematischen Zusammenhang zwi-
schen den Historien (U,Y) und der Eingangshistorie und dem aktuellen Zustand
(U, z) gibt. Die technische Umsetzung fiir diesen Zusammenhang (Beobachtungs-
abbildung und Umkehrabbildung) ist allerdings nicht so einfach zu kléren, hierzu
wird gleich noch etwas gesagt.

95
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Diese Arbeit kann als Grundstein fiir das Erstellen von E/A-Modellen gesehen
werden, denn aufbauend auf dem vorgestellten Prinzip und den weitergehenden
Betrachtungen, konnen nun Entwurfsmethoden fiir spezielle Klassen von Syste-
men entwickelt werden. Wenn fiir solche spezielle Systemklassen mehr iiber die
Umkehrabbildung bekannt ist, z. B. darin auftretende mathematische Berechnun-
gen, dann kénnten diese Modelle adaptiv anhand von Systemmessungen bestimmt
werden.

Wie bereits erwahnt ist die Realisierung der Umkehrabbildung nicht immer klar.
Wenn sich diese nicht mathematisch einfach darstellen ldsst, kénnen andere Me-
thoden verwendet werden, z. B.

e Minimierung von [(U,Y) — (U, Y(U, z))| iiber z

e Speicherung von endlich vielen Historien mit dem dazugehérigen Zustand
und Interpolation fiir die gemessenen Historien.

Hierbei miisste dann jeweils der Einfluss auf das Modell untersucht werden.
Weiterhin kénnte noch untersucht werden, wie sich eine Approximation der Dis-
kretisierung auf das Modell auswirkt. Denn in der Praxis wird die Diskretisierung
des Systems lediglich approximiert (z.B. numerisch).

Die Idee aus dem kontinuierlichen Beobachterkonzept ein E/A-Modell zu erstellen,
konnte aufgegriffen werden. Die in dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse, insbe-
sondere die Stabilisierung der Einbettung, kénnten beziiglich ihrer Anwendbarkeit
fiir die kontinuierliche Betrachtung iiberpriift werden.

Als weiteren noch zu untersuchenden Punkt sei hier auf die Verwendbarkeit des
E/A-Modells fiir die Pradiktive Regelung hingewiesen, da dieser Punkt in die-
ser Arbeit nicht behandelt worden ist. Da sich der Zustand des E/A-Modells aus
zuriickliegenden messbaren Werten des Systems zusammensetzt, kann dieses Mo-
dell fiir die Pradiktion recht einfach initiiert und somit auch verwendet werden.



Anhang A

Sitze, Lemmata und Beweise

A.1 Beibehaltung der Lipschitz-Stetigkeit bei der
Diskretisierung

Satz A.1.1. Sei ¥, Lipschitz-stetig gemdfs (2.2). Dann gilt fiir die Diskretisierun-

gen f(7 ) und f(? )

W fmw) ~ fla )| < Dl af] + s — o)
b) | f (@, k1) — f(x;,u;_l)y < L(|og — x;c‘ + |up—1 — u;c—l‘)

Beweis A.1.1. a) Um 3, vorwérts in der Zeit zu integrieren, setzen wir
t=kT+s tel[kTkT+T)
Zudem definieren wir
° d
6'_ %5 )
so dass man durch Integration in positiver s-Richtung der Differentialgleichungen
£ = fel&uw) L ERT) =y,

5, = fC(gl’u;c> 7€I(kT) = "L‘;c
die Losungen &(s),&'(s) mit

flaww) =&T)  baw.  f(ah,u) = €(T) (A.1)
erhélt.
Bildet man die Differenz dieser beiden Gleichungen, so folgt
A = (E=¢)

= fel§ur) = o€+ (& = &) up + (wy — up))
fe(& ur) — fo(€+ AL up + Auy) AE(0) = xy, — ),
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Die Differenz der beiden Verlaufe kann dargestellt werden als
A’S(S) = Ag(O) + / fc(g(T)a uk) - fc(g(T) + A€<7—)7 Up + Auk)dT
0

Bildet man den Betrag und verwendet die Dreiecksungleichung, sowie die Glei-
chung (2.2), so fiithrt dies zu der Abschétzung

A€ < 86O+ [ LA+ Loldurdr
0
Fiir s € [0,7) ldsst sich dies abschétzen durch

AE(s)] < [AEO)] + LT | Aug| + / BN (A2)

J

-~

((s):=

Das durch die rechte Seite definierte ((s) ist nach s differenzierbar und es gilt
|AE(s)] < ((s). Somit erfolgt

(= LAE) < L
und als Losung dieser Ungleichung
((s) < C(0)e™
Mit ¢(0) aus (A.2) und |AE(s)| < ((s) folgt somit fiir s =T
[ALT)] < (JAE(0)] + LT | Aug )™
Mit (A.1), £(0) = z bzw. £(0) =z}, und L = L.TelT folgt
|f (o u) = F @ uy)| < Ll — ] + e — w])
womit die erste Aussage im Satz A.1.1 bewiesen wire.
b) Fiir die Integration riickwérts in der Zeit, setzen wir
t=kT—s te kT, kT —1T)

und erhalten z(t) = x(kT — s) und

o

r=—T = _fc(x>ukfl)
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Nun werden &hnlich wie in a) die Differentialgleichungen

= —f(§up—r)  E(0) = a
= _fC(gau;c—l) 7’5(()) = x?c )

o o

betrachtet, fiir deren Losungen &(s), &' (s) gilt nun

flaog,up1) =&(T)  baw.  f(a),up_y) =&(T)

Hiermit lassen sich die gleichen Schritte wie in a) durchfithren, nur dass nun ug_;
statt uy, verwendet wird. Bei der Betragsbildung und Verwendung der Gleichung

(2.2) fallen die negativen Vorzeichen in £ weg. Es erfolgt letztlich

|f(wr up—1) = flah, wpq)| = [AL(T)]
< LTe™ " (log — 2] + lup—y —uj_yl)
L
womit auch die zweite Aussage von Satz A.1.1 bewiesen wére. O

A.2 Lipschitz-stetige Fortsetzung

Sei Q(RY, -) die Menge der Umkehrabbildungen. Diese sind nach Satz 3.1.2 Lipschitz-
stetig. Die Lipschitzkonstante sei L.
Als Erweiterung von Q sei nun eine Abbildung

QLF : RN X RN — R"
komponentenweise definiert als

Queslab) = inf {QUE0+Loll6.) — (@)} ab R

Satz A.2.1. Die erweiterte Abbildung Qrr hat die Figenschaften
1. Fir alle (a,b) € H gilt Qrp(a,b) = Q(a,b)
2. Qrr(a,b) ist Lipschitz-stetig mit der Konstanten L.

Beweis A.2.1. (In diesem Beweis wird die Maximumnorm verwendet, da er sich
mit dieser leicht nachvollziehen l4sst)
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1. Sei (a,b) € H, dann ist Q(a,b) definiert und es gilt

Qrrila,b) = Qi(avb)+(£i££H{Qi(£>C)_Qi(a7b>+LQ’(£7C)_(a’v b)[}. (A.3)
Da Q(-,-) Lipschitz ist gilt

Qi(§,¢) — Qi(a,b) —1Qi(&,¢) — Qi(a,b)|

>
> —Q(£,¢) — Q(a,b)|
> —Lq|(&¢) — (a,b)]

und somit folgt fiir (£,() = (a,b)

Wird dies in die Gleichung (A.3) eingesetzt, dann bleibt nur Qpp;(&, () =
Qi(a, b) tibrig, da dieses aber fiir alle i = 1,...,n gilt, folgt

Qrr(a,b) = Q(a,b) V(a,b) € H

. Betrachtet werden 2 Punkte (a,b), (a + Aa,b + Ab) € RY x RN dann gilt

fir (a + Aa, b+ Ab)

Qrri(a+ Aa,b+ Ab) = (gigr)lgH(Qi(g’ C)+ Lol(&,¢) — (a+ Aa, b+ Ab)]|)

Unter Verwendung der Dreiecksungleichung
(€, O)—(a,b)[=[(Aa, Ab)| < [(§, ()—(a+Aa, b+Ab)| < |(§, ¢)—(a, b)|+[Aa, Ab]
und von
Qrrila,b) = (g,ié}ﬁﬁ(@i(g’ Q)+ Lgl(&, Q) — (a,b)])
ergibt sich,
Qrri(a,b)—Lg|(Aa, Ab)| < Qrri(a+Aa, b+Ab) < Qrri(a,b)+Lg|(Aa, Ab)|
Dies léasst sich auch darstellen als
|Qrri(a+ Aa,b+ Ab) — Qrri(a,b)| < Lg|Aa, Ab|
und da dieses wieder fiir alle i = 1,...,n gilt erfolgt

’QLF(G + ACL, b+ Ab) - QLF(a> b)‘ < LQ’(ACL7 Ab)’ )

womit gezeigt ist, dass Qrr(a, b) Lipschitz-stetig mit der Lipschitzkonstanten
LQ ist. O
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A.3 Lipschitz-Stetigkeit des Modells M*

Folgend wird die Lipschitzstetigkeit des Modells mit Stabilisierung nach Lemma
4.2.1 bewiesen.

Beweis A.3.1.

Fiir beliebige UM, UM, YM Y M € RY und uy, @i, € R erfolgt nach Gleichung 4.12

UYL~ OTRL] < P~ O + (ol — )0 ()
+|<Oag(h(QLF(UI£V[7ka/I)2_ MQrr(UY, Y,M)))|(A.5)
HS(UY)RD) = S(U YR - (A.6)

In der Zeile A .4 lasst sich
IF((UY )= (U Y)) + (9(ue — ), 0)| < [(U,Y )" = (U, Y + |uk — Wl

abschétzen. Aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von A(-) und Qg (+), ergibt sich fiir
Zeile A.5 die Abschitzung

10, g(M(Qrr(U", Vi) = MQur(U", V")) < LiLal(U YY) — (U, V)]
Die Zeile A.6 ergibt

IS(UY))) = S(U YN < (U0, Que(UY, VM) = v
~V(O, Qur(UY, VM) + V]

Wendet man hierauf Satz 3.1.1 (Lipschitz-Stetigkeit von Y(-)), Satz A.2.1 (Lipschitz-
Stetigkeit von Qpr(-) ) und die Dreiecksungleichung an, so erfolgt

[SUU YD) = SO YO < (L + LeLo)|Uy" — Uy + (L + LpLo) [V — Y.
Zusammenfassen der Abschiatzungen und anwenden der Dreiecksungleichung liefert

(U Y )y — (U, Y)ha] < (1+ Lp+ LpLo)|UY — U i
+(2+ LaLg + LpLq)|VM = VM| + Jup — ]

Wiéhlt man nun Ly, = max{14+Lg+LgLg,2+L,Lo+LpLg}, so ist die Lipschitz-
Stetigkeit des Modells M* nach Lemma 4.2.1 bewiesen.
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Anhang B

Beispiele und Erginzungen

B.1 Nachweis der Beobachtbarkeit fiir Bsp. 3.4

Da sich die nachfolgende Betrachtung nur auf die aktuellen Zusténde zy, v}, € R
bezieht, wird der Laufindex k weggelassen. Weiterhin wird zur Vereinfachung in
diesem Abschnitt Y = Y(z), Y’ = Y(2’) und AY =Y — Y’ verwendet. Auerdem
wird ' = x + Ax gesetzt, so dass letztlich AY durch Ax abgeschétzt wird.

Fiir das Beispiel 3.4 miissen folgende Fille unterschieden werden, um die Beob-
achtbarkeit nachzuweisen.

1.Fall: z, 2" >0
Dies fithrt zu den Historien

| , |+ Ax
Y_[x} Y_[’I:—l—Ax}

Betrachtet man nun die Differenz zweier solcher Historien, so fiihrt dies zu

_Ax] IAY | = V2| Az]

Fall 2: x, 2’ <0
Mit dem gleichen Ansatz wie oben ergeben sich hierbei die Historien
1 1 1
y — [gﬂ Y - {g“iﬁl}
4

1
i Zl’ + ZAJJ

und somit folgt fiir die Differenz zweier Historien

—%Am] N V5

AY = {_im AY| = *2[Aa]
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Fall 3: x >0, 2/ <0
In diesem Fall ergibt sich nun

1 1 2 3 1 2

2
NER 5 49
_ _ LA I N
( TR NE +(16 16-13) !

durchfithren.

Der Fall x < 0 und 2’ > 0 entspricht dem 3. Fall, wenn man x und 2z’ austauscht.
Somit ergibt sich fiir alle z, 2’ € R

1
INGES N

Somit ist das System nach Definition 2.3.1 beobachtbar, mit N = 2 und ¢ = i

B.2 Berechnung der Beobachtungsabbildung zu
Beispiel 3.5

Da fiir g, drei Félle unterschieden werden, miissen auch bei der Berechnung der
Beobachtungsabbildung Fallunterscheidungen gemacht werden. Somit ergibt sich
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je nach Wert von z; die Beobachtungsabbildung

([ 0.52x +25
0250, +3.25) S
0.5l’k0+ 25:| 13 S T < _5

V() =q _ (B.1)
0

0250, +125) P STs
[ 0.5+ 0.5 | 1<g

[ [0-25z + 1.25] g

B.3 Vergleich mit Luenberger Beobachter bei li-
nearen Systemen

Der in dieser Arbeit betrachtete Beobachter bestimmt aus den n zuriickliegenden
Messwerten (Uy, Yy) den aktuellen Systemzustand. Er verwendet hierzu die Um-
kehrabbildung Q(Uy, Yy), welche bei linearen Systemen eine Matrixmultiplikation
ist (siehe(3.10)), d.h.

T =Q [gﬂ Q e R (B.2)

Zum Vergleich wird nun ein Dead-Beat-Beobachter nach Luenberger betrachtet,
dieser hat ebenfalls die Eigenschaft, dass nach n Schritten der exakte Systemzu-
stand z;, bekannt ist.

Die Differenzengleichung eines Luenberger Beobachters lautet

i’/ﬁ_l = (A + hc)fk + buk —h CTj
~~

Yk

Ist dieser als Dead-Beat-Beobachter ausgelegt, so sind alle Eigenwerte der Matrix
A + he gleich 0 und es gilt (A + he)™ = 0.

Zur Vereinfachung wird in der folgenden Betrachtung zunéchst n = 3 angenommen
und als Startzeitpunkt wird k — 3 gewéhlt, da somit der Vergleich offensichtlich
wird. Ausgehend von z,_3 erfolgt fiir den néchsten Zustand

ii’k,Q = (A + hC)ikfg + buk,;g — hyk,;))
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und in den weiteren Schritten ergibt sich
Fro1 = (A4 he)’Tp_s+ (A4 he)bug_z — (A + he)hyp_z + bug_o — hy_o
e = (A+he)tp_s+ (A+ he)?buy_s — (A + he)?hyp_s + (A + he)buy_o
—(A+ he)hyg_o + bug_1 — hyr_4
Da (A + he)® = 0 ist, ist die rechte Seite nur noch von den zuriickliegenden Ein-

und Ausgangswerten abhéngig. Auflerdem ist der Beobachter nach 3 Schritten
eingeschwungen, so dass hier x;, = 7, gilt. Also folgt

fiir die Berechnung des Systemzustands. Ein Vergleich mit der Gleichung (B.2)
fithrt, fiir allgemeines n, zu

Q=[b(A+ho)b ... (A+he)" b —h —(A+hoh ... —(A+ho)"'h]

dabei ist h eben so zu bestimmen, dass die Eigenwerte von A + hc alle gleich 0
sind.

B.4 Lineares Modellbeispiel ohne Einbettung

Betrachtet wird das lineare System 3, welches durch die beiden folgenden Glei-
chungen dargestellt werden kann.

11 _1 0 1 0
Tpq1 = [ 12 6] Ty + [ 02] Uk—1 Tpy1 = {2 J Ty + [1] U B3)
o )
ye = [1 2] a v = [1 2]z

Mit der linken Darstellung kann die Iteration riickwérts in der Zeit durchgefiihrt
werden. Diese wird zunéchst verwendet, um die Ausgangshistorie (Beobachtungs-
abbildung) des Systems zu bestimmen, somit ergibt sich

3 1 _1
Yk—2 4 4 1 2 Uk—2
—— ~——
y(Ukyxk) Up

Wie beschrieben, werden in dem Modell die Historien Uy, Y(Uy, ) durch die Wer-
te in den Filtern, den Modellzustéinden UM, Y, | ersetzt. Da das System beobacht-
bar ist, kann aus den Modellzustidnden nun ein Schéitzwert Z;, bestimmt werden.
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Hierzu muss in der Gleichung (B.4) neben Uy, Y, auch z, durch &, ersetzt und die
Gleichung danach umgestellt werden. Somit ergibt sich die Gleichung

06 —04] (v [05 07,0\ [06 —0.4] Ly [0 —0.2] 4
x”‘kz 12](m¢+[0% QJL@)“hQ 12}nf+[1 Q6]%

QUU.YM) My My

zur Berechnung von #j in Abhiingigkeit von den Modellzustéinden Y und UM.
Mittels y = c2), = [1 2} T wird der Ausgang des Modells berechnet. Dieser
wird als Eingang fiir den 2. Filter verwendet, somit lésst sich aus den Gleichungen

UM, = FUM + guy
Yk]‘-{l = FYY +gpt" = (F 4 geM,)Y,M + (9eM,,)UY
M U
k
das Modell
00 0O 1
UM} 1 000 {UM] 0
[YMHI 2 1 1 2 YM]c 0
0010 0
—_———
Ay By
UM
i = 2]
\q/_/ k
Cum
erstellen.

Betrachtet man nur die Eigenbewegungen des Systems und des Modells, so sieht
man, dass diese bei beiden gleich sind. Bei dem Modell kommen lediglich noch die
beiden Eigenwerte bei 0 aus dem Eingangsfilter hinzu.

Die Ubertragungsfunktion Gy des System lésst sich mittels

1 2z +1
Guy:C[ZI—A] B:m
aus der zeitlich positiven Darstellung des Systems nach B.3 bestimmen. Ebenso
kann man aus der Darstellung B.5 die Ubertragungsfunktion des Modells berech-
nen, fiir diese ergibt sich
_ 223 + 122 2z +1
Gy = Ot [2] — Ay By = 22227

2 — 23— 222 222
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Folglich haben Modell und Strecke sowohl die gleichen Eigenbewegungen, als auch
die gleiche Ubertragungsfunktion und somit kann man einen Systemverlauf mit
dem Modell nachbilden.

Hierfiir ist es nun noch notig, dass es fiir alle Anfangswerte des Systems auch
Startwerte des Modells gibt, so dass beide bei gleichem Eingang auch das gleiche
Ausgangssignal erzeugen.

Ein solcher Startwert des Modells lasst sich aus der Gleichung (B.4) ermitteln. Fiir
einen beliebigen Startwert xj, des Systems und eine beliebige, gewdhlte Eingangs-
historie Uy, ldsst sich aus der Gleichung (B.4) eine passende Ausgangshistorie
Y (Uky, xk,) des Systems berechnen. Werden diese Werte nun als Startwerte des
Modells verwendet, d.h. (UM, YY) = (Uky, Y(Uky, Tk, ), 50 erzeugen Modell und
System (mit xy,) bei gleichem Eingangssignal den gleichen Ausgangsverlauf.

Aus der beliebigen Wahl der Eingangshistorie ergibt sich, dass der Startwert des
Modells nicht eindeutig ist, sondern dass es zu jedem Systemstartwert unendlich
viele Modellstartwerte gibt. Der Modellstartwert wird aus Historien des Systems
gebildet und da gibt es eben unendlich viele Historien, die zu dem aktuellen Zu-
stand fithren kénnen und anschlieSend den gleichen Verlauf des Ausgangs erzeugen.

B.5 Stabile Einbettung mittels Projektion

Mit der folgenden Methode wird eine einschritt-stabile Einbettung erreicht, d.h.
nach einem Schritt befindet sich das Modell auf einer systemkonsistenten Historie.
Der Modellzustand ;¥ € RY wird auf den Zustand YM € Y(R", UM) projiziert,
d.h. es gilt YM = YM + p(U,Y)M)y((U,Y)M). Dabei ist p(-) die Projektions-
richtung und v(-) ein Ma8 fiir die Lénge der Projektion, diese sind beide vom
aktuellem Modellzustand abhéngig.

Fiir die Iteration des Modells wird nun der Zustand (U, Y)¥ verwendet und somit
erfolgt

UYR, = FUDY + glurul)
= FUYR + glur, ui) + FO,p(U V) (0. Y)Y

-~

S(UY)R

Wird die Projektion auch fiir die Erweiterung der Umkehrabbildung verwendet,
so gilt auflerdem

yljc\/[ = h(Q(UIy>YkM)) :h(Q(Ué\/[’YkM))

Hiermit ist nach einem Schritt (U, Y)M € H und somit v((U,Y)M) = 0, daher
gilt fiir die Stabilisierung S((U, Y)M) = 0. Folglich hat die Stabilisierung nur dann
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Einfluss auf das Modell, wenn der aktuelle Zustand in H liegt.

Wie im Abschnitt 4.2.1 geschrieben kann es passieren, dass Spriinge in der Projekti-
on auftreten, da der Vektor p((U, Y)M) fiir benachbarte (U, Y)M in unterschiedliche
Richtungen zeigen kann und somit auch zu (relativ) beliebig weit auseinanderlie-
genden (U,Y)M fiihren kann.

B.6 Asymptotisch stabile Einbettung

Aufbauend auf der einschrittigen Stabilisierung der Einbettung S((U,Y)™) kann
nun aber auch ein S, ((U, Y)M) entwickelt werden, so dass

gilt. Dies fiihrt aber nicht zu einem Dead-Beat-Verhalten, sondern es entsteht eine
asymptotisch stabile Einbettung. Erreichen ldsst sich dies indem die Riickfithrung
S((U,Y)M) durch die Riickfithrung

Sa(UY)Y) = aF (YUY, Qre(U™, YY) = Y™)

mit passendem «, ersetzt wird.

Fiir o = 1 entspricht dies der Riickfiihrung S((U,Y)™), weicht o nun von dem
Wert 1 ab, so wird das System immer noch mit dieser Riickfithrung stabilisiert,
solange « nicht zu weit abweicht.

Dies kann an folgendem linearen Beispiel veranschaulicht werden, denn bei diesem
ist die Einbettung, bzw. der Eigenwert der Einbettung, berechenbar. Somit kann
der Bereich fiir «, in dem die Einbettung stabil ist, berechnet werden.

Beispiel 2.1:

Verwendet wird das Modell aus Beispiel 4.1 mit )5 _4(-) nach Gleichung
(4.10), so dass der zusitzliche Eigenwert, also der der Einbettung, bei
2 liegt. Dies bedeutet, dass sich der Abstand von Modellzustand und H
ohne stabilisierende Riickfithrung jeweils verdoppeln wiirde. Soll dies

nun stabilisiert werden, so muss 0.5 < « < 1.5 sein, denn fiir den
Abstand dist((UM, Y M), H) gilt

dist(UM, Y M), H) < (1 — a)2dist(UM, Y M), H)

Dabei steht die 2 fiir den zusétzlichen Eigenwert des Modells.
In der Abbildung B.1 wird das Modell, mit verschiedenen a—Stabilisierungen
betrachtet. Dabei ist w, = 1 (somit UM = [1, 1}T) und Y M =

[3 , 3] T Dargestellt werden die Ausgangsverldufe des Modells, die sich
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Abbildung B.1: Verlauf des Modellausgangs bei Verwendung von verschiedenen
a-Werten in der Riickfithrung S, ()

fiir unterschiedliche Wahl von « ergeben. Weil das System stabil ist,
lauft es fiir einen konstanten Eingang gegen einen konstanten Endwert,
der ist in diesem Fall y .o, = —1.

Fiir @ = 1 erhalten wir ein Dead-Beat Verhalten der Einbettung und
dieses Modell erzeugt nach dem ersten Schritt einen echten System-
verlauf. Fiir a = 0.5 wird eine grenzstabile Einbettung erzielt, dies
entspricht einem Eigenwert bei 1, daher lauft das Modell gegen einen
anderen Endwert. Die weiteren Verldaufe sind asymptotisch stabile Ein-
bettungen, die umso schneller gegen H konvergieren, je ndher a an der
1 liegt. 0

Bei linearen Systemen/Modellen ldsst sich der Bereich fiir a sehr gut angeben,
da alle Eigenbewegungen entlang der Eigenvektoren stattfinden. Dadurch kann
die Dynamik des Abstandes mittels der Eigenwerte und Anwendung der Strah-
lensétze sehr gut abgeschétzt werden.

Bei nichtlinearen Systemen lédsst sich der Bereich fiir @ nicht so leicht bestim-
men, hier kann evtl. mittels der Lipschitzeigenschaft des Modells ein Bereich fiir
a angegeben werden, in dem die Einbettung stabil bleibt.



Anhang C

C.1 Verwendete Bezeichnungen

Laufindex des diskreten Systems, steht fiir den Zeitpunkt ¢t = kT
Zustand des diskreten Systems (&) Schitzwert des Beobachters)
Eingangsgrofie des diskreten Systems

Ausgangsgrofie des diskreten Systems (y beim Modell)
Eingangshistorie, ein Vektor aus den N zuriickliegenden Eingangs-
grofen des Systems (U » beim Beobachter und UM beim Modell, hier
auch jeweils Teil des Zustands)

Ausgangshistorie, ein Vektor aus den N zuriickliegenden Ausgangs-
grofen des Systems (Uk beim Beobachter und UM beim Modell, hier
auch jeweils Teil des Zustands)

Beobachtungsabbildung, die Ausgangshistorie des Systems zu der
Eingangshistorie U, und dem Zustand zj

Die Menge aller moglichen Ein-/Ausgangshistorien des Systems
Die Umkehrabbildung der Beobachtungsabbildung, diese liefert den
Zustand zj zu den Historien Uy und Y = Y(Uy, )

Erweiterungen der Umkehrabbildung Q(-,-) auf nicht systemkonsi-
stente Historien

(einschrittige) Stabilisierung der Einbettung

Eine exponentiell stabilisierende Zustandsvektorriickfithrung

Wenn nichts anderes gesagt wird, bezeichnet dies die 2-Norm bei
Vektoren, d.h. |z| = /2?4 ...+ 22 und die Frobenius-Norm bei

Matrizen, d.h. |A| = \/221 > iy ai; und speziell [(U,Y)| = (|U]* +
Y?)?
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C.2

ANHANG C.

Verwendete Konstanten

Ordnung des betrachteten Systems

Lipschitzkonstante des kontinuierlichen Systems ¢

Abtastzeit fiir die Diskretisierung, falls ein kontinuierliches System
zu Grunde liegt

Lipschitzkonstante des disktreten Systems X

Anzahl der notwendigen Messwerte, damit das System die Beobacht-
barkeitsbedingung erfiillt.

Faktor in der Beobachtbarkeitsdefiniton (siehe Definition 3.1.1)
Lipschitzkonstante der Beobachtungsabbildung Y (U, xx)
Lipschitzkonstante der Umkehrabbildung Q(Uy, Y(Uy, xk))
Lipschitzkonstante des Modells

Lipschitzkonstante des Modells mit Stabilisierung der Einbettung
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